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1 Klassische Alignment-Algorithmen fir Sequenzpaare

Gegeben seien zwei DNA- oder Protein-Sequenzenc A*, (A bezeichne das entsprechende Alpha-
bet,.A* die Menge der endlichen Wterliber.A).

Frage: Welche Positionen in den Sequenzendeln zueinander? (z.B. bzgl. Abstammung oder Funkti-
on)

Z.B. seien die DNA-Sequenze&xCGGTTTundAGTCCTgegeben. Plausibel erscheint dann z.B. folgen-
des Alignment:

ACG__GTTT
A_GTCCT__

Wenn an zwei miteinander alignierten Positionen die gleichen Buchstabes @iso Basen bzw.
Aminosauren) stehen, sprechen wir von einitatch, bei ungleichen von eineMismatch. Eine Folge
von Strichen, die gegéer direkt aufeinanderfolgenden nicht alignierten Positionen steViethals
Gap bezeichnet. Obiges Alignment eathalso 3 Matches, ein Mismatch und drei Gaps, von denen
einer der lange 1 und zwei derdnge 2 sind. Wenn die Sequenzen gemeinsamen Ursprungs sind und das
Alignment darstellt, welche Positionen zueinandemolog sind, dann entsprechen Gapsertionen
undDeletionen die sich seit denmijngsten gemeinsamen Vorfahren der Sequenzen ereignet haben.

Folgendes Beispiel zeigt, wie man Alignments als Pfade durch Graphedeltar&ann:
A C G G T T T

A

G

T

C

C

T

Alignierte Positionspaare werden hier als diagonalelgt dargestellt, Gaps in der oberen Sequenz
entsprechen vertikalen und Gaps in der anderen Sequenz horizdritaém

Es handelt sich hierbei um egiobales Alignment d.h. wir gehen von vornherein davon aus, dass
die Sequenzen gemeinsamen Ursprungs sind (oder zuminde&aheiiehe Funktion haben), und wollen
sie mbglichst komplett alignieren, d. h. der Pfad beginnt in der linken obeckr Bes Graphen und endet
in der rechten unteren. Gaps am Anfang und Ende werden genalaondadt wie Gaps innerhalb der
Sequenzen.

Im Gegensatz dazu geht es bdiokalen Alignment darum, ob innerhalb der (evtl. sehr langen)
Sequenzen (von denen eine oft eine DatenbankisPdte Teilsequenzen gut gegeneinander alignierbar
sind. Es stellt sich dann auch die Frage der Signifikarimrién die beobachtetéibereinstimmungen
rein zufillig zustande kommen?



1.1 Score-Optimierung mit dynamischer Programmierung

Als Kriterium, wie “gut” ein Alignment ist, wird ein Score definiert. Dabei wendied. R. Matches
belohnt und Mismatches und Gaps bestraft. Ein einfaches Beispiel: Bglethen Match mit +1, bestrafe
jeden Mismatch mit der Mismatch penaltyn und jeden Gap derdngeg mit —y(g) = —d—(g—1)-e.
Das obige Alignment virde also den Scoré — m — 3d — 2e erhalten. Die positiven Zahlesiunde
heissergap open penaltynd gap extension penaltynd es giltd > e. Da~ affin in g ist, spricht man
von eineraffinen Gap penaltyund mitlinearer Gap penaltypezeichnet man den Spezialfdlk= e.

Auch andere monoton steigende Funktion@mfwerden gelegentlich benutzt.

Insbesondere bei Protein-Sequenzen verwendet man Scomm&@ehdie nicht nur zwischen Match
und Mismatch unterscheiden, sondern jedem Pad € .42 einen Score(a, b) zuordnen (etwa durch
PAM- oder BLOSUM-Matrizen; dazu $per mehr). Br a = b ist s(a,b) normalerweise positiv und
fur a # b eher (aber nicht immer) negativ. Das Score-Schema iblitherweise so ge@hlt, dass ir
zufallige, nicht verwandte Sequenzen ein negativer Score zu erwartédfisuird s(a,b) > 2v(1)
gefordert, so dass ein Mismatch zwischennd b nicht strenger bestraft wird als zwei einzelne Gap-
Positionen, durch die man ihn vermeidaimkte.

1.1.1 Globales Alignment

Gegeben: zwei Sequenzem = (z1,x2,...,2,) € A" undy = (y1,...,ym) € A™ und ein Score-
Schemas(a, b) fura, b € A mit affiner Gap penalty(g) =d+ (g — 1) - e.

Gesucht: globales Alignment vor: undy mit maximalem Score.

erster Ansatz (naiv): Berechnefiir jedes denkbare Alignment den Score und nimm das Maximum.

Problem: Es gibt so etwa3™»(™™) mggliche Alignments, und wir wollen nicht exponential lange
rechnen.

Ausweg: Dynamische Programmierung nach Needleman und Wunsch (1970)

Beschrifte jede Kante des Alignment-Graphen mit dem Score des bestandenden Alignments
der Sequenzaahge.
SeiD;; (bzw. H;;, bzw.V;;) der Score des besten Alignments \n, ..., z;) und(yi, ..., y;) das

mit B (bzw. *i, bzw. ij) endet O, H undV steheniir “diagonal”, “horizontal”, “vertikal”).

6



T T2 T Tn

Hig Hog
(7 Vo 1 Vi 1

Hyy
yi Vo2 R 2 i Vi

H; Hity s
Vig+1 Big1541
ym mvm
Hnm

Wenn es gelingt, alld;;, V;;, H;; effizient auszurechen, erhalten wir auch leicht den maximal er-
reichbaren Scor®* eines globalen Alignments vanundy, denn es gilt:

S* = max{Dypm, Vam, Hum}

Fur die Beschriftungen der Kanten am linken und am oberen Rand gilt:

Dyy = s(x1,y1)
Dy; = s(x1,yj) —d—e-(j—2)
Dy = s(wi,y1) —d—e-(i—2)
Hoy = —d—e-(i—1)
Hy = —2d—e-(j—-1)
Vo = —d—e-(j—1)
Vii = —2d—e-(i—1)
Fari, 5 > 1 gilt:
Dit1j+1 = s(it1,yj+1) + max{Dyj, Hij, Vij}
Hit1; = max{D;; —d, Hij —e,Vi; — d}

Vijt1 = max{Dj; —d, Hij —d,Vij — e}

(Je nach Score-Schema kann es sein, dass ein ditékgzgang zwischen horizontalen und vertikalen
Kanten, also Gaps in der einen und der anderen Sequenz, beidgptionéerten Alignments ausgeschlos-
sen ist.)

Nach der Idee der dynamischen Programmierung verwenden wir didggsimen nun in einer
gunstigen Reihenfolge,amlich Zeile fir Zeile, so dass dietatigen Zwischenergebnisse jeweils bereit-
stehen:



Berechne H;, und Vy; fur alle i1<n und j<m.

Fur j von 1 bis m:
Fur ¢ von 1 bis n:
Berechne D;;, H;; und V;; nach obigen Gleichungen

Damit erhalten wir also in Zei®(nm) den optimalen Score, denn esisserBnm + n + m Kanten
beschriftet werden, und der Zeitaufwand pro Kante ist uaaglyg vonn undm.

Wie finden wir aber das zum optimalen Score@ide Alignment?
Dazu laufen wir im Alignment-Graphen von rechts unten nach links
N oben. Zuerst &hlen wir die Kante aus, die diebhste Beschriftung
Dy, Hyp 0derV,,,, hat. Dann vahlen wir jeweils die Kante, die bei
der Berechnung der Beschriftung der zuletzt gblten Kante das “Ma-
ximum” geliefert hat. Das machen wir solange bis wir links oben ange-
kommen sind. Der Zeitaufwand ist offensichtlich linearinim m.

Insgesamt liefert also der Needleman-Wunsch-Algorithmus das Alignmenpiimitalem Score mit
Zeit- und Speicherplatzaufwarg@(nm).

Nicht-affine Gap-Penalty: Wenn-~ nicht affinist, z.B~(g) = 1 + log(g), sehen die Rekursionen ein
bisschen anders aus, z.B.:

Hij = max {max{Dy;, Vi;} — (i~ k)}
Der Aufwand in jedem Schritt &chst also linear mit. bzw. m, da jeweilsuber linear viele Werteuir
k maximiert werden muss. Als Zeitabgthung erhalten wir damit bei Verwendung dieser Rekursion
O(nm(n +m)).

1.1.2 Lokales Alignment

AGGCTTACGTACGTGCGTCGACTGOTTCGRCTTCRECT Nun geht es also darum, ob und ggf. welche Teile zweier Sequenzen
| | (von denen eine oft eine ganze Datenbank ist) miteinander alignierbar
sind. Die Strategie ist dabei, Alignments von Teilsequenzen so lange zu

3 3 verfolgen, wie der Score positiv bleibt. Das Score-Schema muss also so
""" \ gewahlt sein, dass globale Alignments unverwandter Sequerizerst

wahrscheinlich negativen Score bekommen. Bezeichpetie relative
Haufigkeit vona € A, so muss also insbesondere gelten:

90199019901099090V 990111099109909V.LLV.L

> ha-hy-s(a,b) <0

a,be A

Sonst ist bereitslir gaplose Alignments unverwandter Sequenzen ein positiver Scorevacten.
Wir verwenden hier wieder eine affine Gap-Penalty-Funktion) = d + (g — 1)e.
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Der Algorithmus von Smith und Waterman (1981) zum Finden des optimalen lokitgrments bei
affiner (in der Orginalarbeit linearer) Gap-Penalty ist eine Varianté&desleman-Wunsch-Algorithmus.
Diesmal sind die Beschriftungen der Kanten des Alignment-Graphent;;, V;; die Scores der besten
lokalenAlignments, die in der jeweiligen Kante enden. Z. B. ist jetzt dlsp der beste Score eines Ali-
gnments von Teilsequenzény, ..., x;) und(y,...,y;), das mit ,. endet, jedoch einschlieBlich des
Falls, dass die Teilsequenzen leer sind, was dem Score 0 entspricldr Badishat die Interpretation,
dass es sich nicht lohnt, an der Steliej) ein Alignment weiterzuihren, und dass man lieber daneben
mit einem neuen lokalen Alignment amfgt.

Wir erhalten also die Rekursionsgleichungen

Dit1j41 = max{0, Dy + s(xiy1,yj+1), Hij + s(xiv1, yj41), Vij + s(@ir1,yj11)}
Hi+17j = max{O, Dij - dv Hij -6 Vij - d}
ViJ-H = max{(), Dij - d, Hij - d, Vij — 6}

und entsprechende Gleichungéin flie Kanten am linken und oberen Rand.

Damit beschriften wir alle Kanten des Alignment-Graphen und merken undshe/&ante den ma-
ximalen Wert erhielt. Wir laufen dann von dieser Kante aus (und nicht witléedleman-Wunsch von
rechts unten) im Alignment-Graphen nach links und/oder oben, indem witewieweils die Kante
wahlen, die den maximalen Beitrag zur aktuellen Kante geliefert hat. Dies turoJange, bis wir auf
eine Kante treffen, die mit dem Wert O beschriftet ist. Damit haben wir dasnogtimale Alignment
zuriickverfolgt (vgl. Abbildung 1).

Ebenso wie der Needleman-Wunsch-Algorithmusdtign der Smith-Waterman-Algorithmus Zeit
und Speicherplat®) (nm). (Das ist nicht schlecht, aber nicht gut geniig die Suche in groRen Da-
tenbanken. Das Programm BLAST etvéauft wesentlich schneller, kann dafaber nicht garantieren,
wirklich das optimale Alignment zu finden. Wir werdengsgr darauf zurckkommen.)

1.1.3 Mischformen von lokal und global

Alternativ zum lokalen oder globalen Alignment kann auch vorgegebedemedass eine Sequenz kom-
plett mit einem Teil der anderen Sequenz aligniert werden soll oderddagsnfang einer Sequenz mit
dem Ende der anderen aligniert werden soll. Also sollen folgende TymeAlignment-Pfaden bevor-
zugt werden:

Das Bsst sich leicht erreichen: Wirimsen nur am Needleman-Wunsch-Algorithmiiis globales
Alignment zweiAnderungen vornehmen. Zum einen ist die Initialisierung nun:

Dyj = s(x1,y;), Dit = s(xi,yn), Voj=Hip=0, Vii=Hj;=—d



Abbildung 1: Rar zwei Sequenzen von je 300 rein aligen Nukleotiden wurde mit Smith-Waterman
das optimale lokale Alignment berechnet (rot). Die Grauwerte zeigen déelfihder Punktdi, ), in

denenD;; grof3e Werte annahm. Das rechte untere Ende des optimalen lokalen Alignmgintiie
wo D;; maximal wird.
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(Die Rekursionsgleichungeiirfdietibrigen Kantenbeschriftungen bleiben dieselben wie bei Needleman-
Wunsch.)

Zum anderen beginnt das Zuokverfolgen des optimalen Alignments nicht unbedingt in der rechten
unteren Ecke des Alignment-Graphen, sondern am rechten oderruRtanel, und zwar dort, wd;;
mit ¢ = n oderj = m maximal wird.

1.1.4 Globales Alignment mit linearem Speicheraufwand

Wir behandeln nun einen Algorithmus, der auf Hirschberg (1975) ufidvigers und Miller (1988)
zuriickgenht.

Zunachst einmal bemerken wir: Wenn wir nur den Score des optimalen globéiggm#ents haben
wollen, aber nicht das Alignment selbst, darimken wir beim Needleman-Wunsch-Algorithmus, je-
weils nachdem wiriir ein fest gewhltes; fur jedes: die WerteD;;, H;; undV;; (also eine Zeile im
Alignment-Graphen) berechnet haben, die vorherige Zeile (also dieeWer_1, H; ;i undV; ;_1)
|6schen. Damit haben wir nur linearen Speicheraufwand. Allerdinggeratet der Needleman-Wunsch-
Algorithmus die Werte der vorherigen Zeilen, um das optimale Alignmeritckauverfolgen.

Eine Alternative beruht auf der Idee, Aaghst zu ermitteln, was das optimale Alignment mit der
Mitte der Sequeng = (y1, - . ., ym) tut, und genau das dann rekurdiv flie erste und die zweitedifte
vony aufzurufen.

Sei alsok := L%J und es sef)ik furi < n der Score des besten Alignments unter allen, in denen die
Paarungy: vorkommt.V;;, sei der Score des besten Alignments unter allen, in denek-tidPosition
der Sequenz gegeiiiber einem Gap zwischen deten und det + 1-ten Position der Sequenzsteht.

Fur die Berechnung voD,;, und V, verwenden wir nocti)gj, ng und V;’] den Score des be-

sten mit " (bzw. *i, bzw. Qj) beginnenden Alignments der Sequenz-Endenz;,,...,x,) und
(Yjs Yjt1s - Ym)-
Wir kdnnenD;;, H}; und V}; fur alle i, j mit dynamischer Programmierung géfhNeedleman-

Wunsch berechnen, da es gerade die WB€; 1 1—j+1, Hp—it1,m—j+1 UNAVy, i1 m—j41 fUr diein-
vertierten Sequenzgn,,, z,—1, ..., x1) Und(Ym, Ym—1,- - -, y1) Sind. Anders ausgedckt: Wir konnen
Dj;, Hj; und V;; mit analogen Rekursionen wie bei Needleman-Wunsch berechneenfaiagpei aber
nicht bei der ersten Zeile sondern mit der letzten Zeile des Graphen ammilden WerterD;, , H/
undV; , die wir in der Reihenfolgé = n,n — 1, ..., 1 berechnen. Z.B. gilt:

Dj; = s(zi,y5) + max{Dj,q ;i1 Hitq 5, Vi)

Um nunD;;, undVj, fur allei zu berechnen, berechnen wir Zahst mittels dynamischer Programmie-
rung alle WerteD;;, H;; undVi; furi < nundj < k (!) sowie alle WerteD;; und V}; firi < n und
j>k sowieng furi < nundj > k. Um Speicher zu sparerjdchen wir dabei die jeweillteren
Zeilen, die wir nicht mehr brauchen.

Mit den Gleichungen

/ ! !
Dy, = S(iﬂz’a yk) + maX{Dz’—Lk—la Hi—lyk—h Vi—l,k—l} + maX{Di+1,k+1a Hi+1,lm Vi,k:Jrl}
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Vie = max{Djp1 —d,H;p1—d,Vig_1 — e} + max{D; 1, Hj\1 5, Vigys —e+d}

berechnen wir dann die Wer#®,;, und Vy, firi < n (also die mittlere Zeile im Alignment-Graphen)
und suchen davon das Maximum, womit wir ermittelt haben, was das optimale Aligmnitderk-ten
Position vony anstellt. Wir haben daznm + n + m ~ 3nm Kanten mit Werten beschriftet.

Seil die Position inz, fur dieﬁlk (oderXN/lk) das gefundene Maximum ist. Dann wissen wir, dass das
optimale Alignment die Sequenzamige(zy, ..., z;_1) (oder(z1,...,x;)) und (y1, ..., yx_1) Mitein-
ander aligniert sowie die Sequenzendep, 1, . .., x,) Mit (yg+1,- .-, ym). Um fir beide Sequenzpaa-
re jeweils wieder herauszufinden, was das optimale Alignment mit der Mittewdsten Sequenz tut,
mussen wir insgesamtiehstensi(k — 1)+l +k—1+3(n—1)(m—k)+ (n—10)+ (m—k) =~ 3nm/2
Kanten beschriften. Bei den folgenden rekursiven Aufrufen wiedkhzahl der zu berechnenden Kan-
ten (symbolisiert durch die dunklen&hen in den nachfolgenden Abbildungen A bis E; die schwarzen
Streifen stellen jeweils die mittleren Zeilen der (Teil-)Sequenz (wpnpr) jeweils im Wesentlichen
halblert

"

Insgesamt muss also ungéf 3nm(1 + + +3 + ..) &~ 6nm mal ein Wert fir eine Kante
berechnet werden. Damit ist die Rechenzelt immer r@(zh]m) (wenn auch etwa doppelt so grol3 wie
beim Needleman-Wunsch-Algorithmus) und der Speicherbeda(is}.

C D E

1.2 Scoresfir Matches und Mismatches
1.2.1 PAM-Matrizen

Dayhoff, Schwarz und Orcutt (1978) haben sich bei der Konstralder PAM-Matrizen, eines Score-
Schemasiir Matches und Mismatches von Amirgagen, von der Idee leiten lassen, dass die Scores
reflektieren sollten, wiedufig die Amino&uren durch Punktmutationen ineinandberfuhrt werden.

Der Einfachheit halber bezeichnen wir hier die Amiaogen mitd;, A,, ..., As. Gesucht ist also
zurachst eine Matrix

mi1 mi2 e ml,ZO
mo1 mo2 ... 220

M = . o . ;
mop,1 M202 ... M20,20

deren Eintagem,; brauchbare Sctzungen tir die Wahrscheinlichkeit sind, dass an einer Stelle, wo
A; stand, nach einer Zeiteinheit die Amitgase A; steht. Die Zeiteinheit ist dabei 1 PAMP(ozent
akzeptierterM utationen), also die Zeitspanne, in der der pro Position 0.01 Substitutioridimdém,
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wobei wir hier und im Folgenden nur solche Substitutionen betrachtenidiewieder durch Selektion
verschwinden.

Damit die Eintage vonM als Wahrscheinlichkeiten interpretiert werdeimken, mussiir alle ¢, j
gelten:0 < m;; < 1und)_, m;, = 1. AuBerdem wird, um die Modellklasse etwiiserschaubarer
zu halten, noch Reversibiit gefordert, d. h. es sollen im Schnitt genauso viele Positionemyamach
A; mutieren wie umgekehrt. Das bedeutet, dags;; = h;m; ; gelten muss, wobeh; die relative
Haufigkeit bezeichnet, mit der die Amirisre A; vorkommt (d. h. auch hier gilt . h; = 1).

Dayhoff et. al (1978) haben die Matrid aus damals zur Veiijung stehenden Protein-Datatmen
gesclatzt. Es wurden 71 Blcke von Teilsequenzen verwendet, die gaplos und sehr eindeutig #lignie
waren. Je 2 Sequenzen innerhalb eines Blocks durften éidistens in 15% der Positionen unterschei-
den.

Fur jeden solchen Block wurden dann gewurzelte parsimonische Staunmamit Sequenzbelegun-
gen der inneren Kanten konstruiert, alsaune, die mit riglichst wenigen Mutationen auskommen (wie
das effizient zu machen ist, wird in einenmaggren Kapitel der Vorlesung thematisiert). Zum Beispiel gibt
es fur den Block aus drei Sequenzen dé@nge zwei

LL
LI
Il

folgende finf maximal-parsimonisched@ime mit inneren Sequenzen:
I LL LI I LL
L

NSNS N \y \/

Il LI LI LI L
Wir beobachten folgende Anzahlen @bergaingen &ings einer Kante:

insgesamt das macht im Schnitt pro Baung’y;)
L—L 15 3
| —lI 15 3
L—l 5 1
| —L 5 1

In diesem Beispiel wurden genausoviéleergingeL—| wie | —L beobachtet. Das ist eher un-
typisch und wird normalerweise nicht der Fall sein. Da wir aber von Révi#itat ausgehen, sym-
metrisieren wir die mittleren Anzahle@’;; der Ubergange pro Baum, d.h. wir rechnen weiter mit
Aij = 3(Cij + Cjp).

Eine naheliegende Satrung tir die Wahrscheinlichkeit, dass ein in einem inneren Knoten eines der
Baume stehenden; am anderen Ende einer ausgehenden Kante zu eifyegeworden ist, ist nun:

Ay

13

aij



Das ist nairlich ganz grob, denn hier wird nicht kimksichtigt, dass die Kanten alle unterschiedliche
Lange haben, d. hiif unterschiedliche evolutiéme Zeitspannen stehen. Genauso grob gehts weiter: Da
wir nicht die LAngen der Kanten in den parsimonischéuBien als Zeiteinheit benutzen wollen, sondern

1 PAM, skalieren wir durch Multiplikation mit einer geeigneten positiven Kantsta

Mmji, = C- Gji, furj # k
Damit die Zeilen der MatriX\/ in Summe 1 ergeben,imsen wir auRerdem setzen:
\V/j . ’I?’ij =1- Zm]‘k
k#j

Bei dieser Vorgehensweise werdeati®jungseffekte durch iRk- und Mehrfachmutationen, die sich
Uber Bingere Zeitspannen an einer Position ereigrimmin, vernachksigt. Das erscheint vertretbar,
wenn die evolutioAren Zeitspannen, um die es hier geht, also die Kazweg@in und das PAM, sehr klein
sind. Insbesondere musso klein sein, dass alle;; kleiner als 1 sind.

Da ¢ so gevahlt sein soll, dass sich in einem durgh beschriebenen Schritt 1 Mutation pro 100
Positionen ereignet, muss gelten:

1
i g#i i gFi

Wir wahlen alsa: = (100 - Y-, >, hiaig) ™"

Die Matrix
mi1 mi2 ... MM120
mo1  M22 ... M220
M = ,
m20,1 M20,2 --- 1M20,20

beschreibt didJbergangswahrscheinlichkeiteiirfeinen 1 PAM-Zeitschritt in folgendem Sinne: Sind
hO) = (h§0>, ce hé%)) die relativen Haufigkeiten der Amindsuren in einer Sequenz, so kann man die
erwarteten HufigkeitenEr(), die sich ergeben, wenn die Sequenz einen PAM-Zeitschritt evolviert,
berechnen, indem man die Matrix von rechts auf den Vektor anwendet:

mir Mmi2 ... M120

1 0 0 0 mai mao cee m2,20
ERVD = n®. =m0 a0y

m20,1 MM202 ... 17120,20

20 20 20
= (Z hEO)mu, Z hgo)mzz, cees Z hz('O)m@?O)
i=1 i=1 i=1

Um die erwarteten Bufigkeiten nach zwei Zeitschritten zu berechnen, muss hiagin weiteres
Mal von rechts draufmultipliziereEh(2) = r(© . M - M = h(O) . M2 usw. Allgemein gilt also, dass
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die Ubergangswahrscheinlichkeiteiirfeine Gesamtdauer venZeitschritten durch

S

m m m K e m ¢

T L
m%?l m%?z cee m%?%

die n-fache Potenz voi/, beschrieben wird Achtung: Bitte nicht die rein symbolische Schreibweise

(n) o n
4 Mitmg, verwechseln!)

m
Nebenbemerkung: Bei dem Mutationsmodell haben wir stillschweigend angenommen (und werden
dies auch weiterhin tun), dass die Wahrscheinlichkeit einer Mutation unaelgen Aminasure-Typs

nur von der gegenartig an der Position befindlichen Amiriagre abhAngt, aber nicht von der Vergangen-
heit, also nicht von den Aminasiren, die an dieser Positiorufrer in der Evolutionsgeschichte einmal
standen. Allgemein bezeichnet man einen Prozess, bei dem von Zeitsuhfgitschritt zuéllige Zu-
stand&nderungen stattfinden, deren Wahrscheinlichkeiten nur vom jeweiliggengartigen Zustand
ablangen, alarkoff-Kette (Markov chain). Die Wahrscheinlichkeiten der Zusta$erungen kann
man dann durctybergangsmatrizen beschreiben. Wir werden #tsfen Kapiteln der Vorlesung noch
viel mit Markoff-Ketten zu tun haben.

Nun aber zum Score: Als Score fir eine Paarung der AminasrenA; und A; in Sequenzen, die etwa

n PAM-Zeitschritte voneinaner entfernt sindarke nunhimg‘) in Frage, also die Wahrscheinlichkeit,
mit der A; an der Position in der ersten Sequenz steht und naZkitschritten zuA; geworden ist.
(Beachte, dass wegen der Forderung der Reverattilits selbe herauskommt, wenn man die Rollen der
beiden Sequenzen vertauscht.) Allerdings will man diese WahrscheintiohBzzug setzen zur Wahr-
scheinlichkeit, dass diese Amiriagen an zwei Positionen stehen, die eigentlich gar nichts miteinander
zu tun haben. Das ist ja die Situation, die sich ergibt, wenn die Ardimes in einem falschen Alignment

willk Grlich Uibereinander geschoben werden. Diese Wahrscheinlichkeit istodskP der Haufigkeiten

, . . g™ .
hih;. Als Score lme also jetzt der sogenannte leellhoodquotlﬁé‘n% = ml(.;f)/hj in Frage, der uns
sagt, um welchen Faktor dieses Paar von Amaiosn (un-)wahrscheinlicher ist, wenn die Positionen
aligniert sind, gegeiiber der nicht-alignierten Situation.

Der Likelihoodquotient eines gaplosen Alignments

A A, oo A

A Ay, oA
(also der Quotient aus der Wahrscheinlichkeit der Anméwsbelegung im Falle der Richtigkeit des
Alignments und der Wahrscheinlichkeit der Amigosebelegung im Falle der Unabigigkeit der Se-
guenzen) ist dann (nach elementaren Regeln der Stochastik) daktRdtedlikelihoodquotienten der
einzelnen Positionen:
(n) m m™

g T2 g g Y Cikge gy deje o ikdk

hiy by - hiyhgy -+ iy b, hj, i, hj,




A R N D (03 Q E G H | L K M F P S T w Y \
9890 5 5 6 12 9 11 12 5 2 5 6 9 2 10 29 14 1 2 17
4 9907 5 2 2 16 4 3 8 1 2 30 2 0 3 5 5 4 3 2
3 4 9888 18 2 8 5 6 13 1 1 10 1 1 2 13 8 1 3 1
4 2 21 9905 0 7 28 5 6 0 0 5 0 0 3 7 5 0 1 0
3 1 1 0 9946 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 3 1 1 1 2
4 11 7 5 1 9856 18 2 14 1 3 14 6 1 4 5 5 1 1 2
8 5 6 30 0 28 9890 2 7 1 1 15 3 0 4 7 5 1 1 3
11 4 9 7 2 4 3 9952 3 0 1 3 1 0 2 10 2 2 1 1
1 4 7 3 1 9 3 1 9895 1 1 3 2 2 1 2 2 1 9 1
2 1 2 0 2 2 1 0 2 9878 22 2 26 7 1 1 5 2 2 42
5 4 2 0 3 8 2 1 3 35 9919 3 48 22 4 3 4 5 5 19
5 33 13 5 0 22 15 2 8 2 2 9883 5 1 4 6 9 1 2 2
3 1 1 0 2 4 1 0 2 10 12 2 9859 5 0 2 3 1 1 4
1 0 1 0 3 1 0 0 4 5 10 0 9 9923 0 1 1 10 28 3
6 2 2 2 0 5 3 1 2 1 2 3 0 1 9943 6 5 0 1 2
23 5 17 8 9 9 7 8 6 1 2 7 4 1 8 9862 32 2 4 2
11 5 11 6 4 8 5 2 7 6 2 9 7 2 7 33 9879 1 2 12
0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 3 0 0 0 9956 4 0
1 2 2 1 3 1 1 0 13 1 2 1 2 22 1 2 1 10 9924 2
15 2 1 0 8 3 4 1 2 51 14 3 12 5 2 3 14 1 4 9884

Tabelle 1: PAM-1-Substitutions-Matrix/ (Alle Eintrage sind mit 20000 multipliziert.)

Wir wollen aber keine Score-Funktion haben, die wir von Position zu Posgitifmultiplizieren niissen,
sondern wir wollen eine haben, die wir von Position zu Position addigyendn (und die trotzdem noch
eine gewisse Interpretation hat). Also ziehen wir einfach den Logaritholessen wichtigste Eigenschaft
es ist, Produkte in Summen zu verwandeln:

(n) @ () m™ m™ m™
log g1 ege o Tikje | log ajL log f2jz 4 log ikJk
hj, Ry hj, hyj, Ry

Solche log-Likelihoodquotienten spielen allgemein in der Statistik ein wichtige Rol&.Eintrage
der von Dayhoffs PAMa-Score-Matrizen sind log-Likelihoodquotienten, die allerdings aus pcidis
Griinden noch mit einem konstanten Faktor skaliert und gerundet werden:

m{™
(")(A;, A;) = round | const log —2-
S ( iy 415 og hj

Positive (bzw. negative) Werte bedeuten, dass das jeweilige Paar mimoguren wahrscheinlicher
(bzw. unwahrscheinlicher) ist, wenn die Positionen homolog sind, also inmenaAlignmentiiberein-
ander stehen, als wenn die Positionen uialgig voneinander sind. Matches erhalten immer positiven
Score. kr kleinen erhalten Mismatches beim PAM-Scoreschema negativen Score, da Mutationen
Uber kurze Zeitiume selten vorkommen. Bei gro3ergibt es jedoch auch positiven Scoig bestimm-

te Mismatches zwischen Amingégren, die bei Mutationen oft ineinandéyerfihrt werden vgl. Tabellen
1,2,3 und 4Achtung: Wir haben hier die die Mutationsratenmatrizen von rechts auf Zeilenvekaoren
gewandt, so wie es heute in der Theorie der Markoffkeiftiglich ist, siehe Abschnitt 4.4. Traditionell
werden PAM-Substitutionsmatrizen eigentlich von links auf Spaltenvektorgeveandt. Daher ergeben
in PAM-Substitutionsmatrizen nicht die Zeilen,sondern die Spalten in Summe Or@lagllen 1 und 3).

16



C 17.2
S -18.5 12.1
T -21.6 -12.7 12.0
P -33.2 -18.6 -19.5 13.4
A -18.1 -14.3 -17.5 -18.8 11.0
G -25.2 -18.7 -25.3 -24.9 -18.2 11.3
N -24.1 -15.5 -17.5 -24.0 -22.3 -19.1 13.4
D -32.1 -18.7 -20.0 -22.7 -21.2 -20.5 -14.0 12.7
E -35.3 -19.4 -20.8 -21.6 -18.6 -23.7 -19.5 -12.8 12.3
Q -28.7 -18.4 -18.9 -19.7 -19.4 -22.8 -17.4 -18.7 -13.2 14.2
H -22.1 -20.2 -19.7 -22.8 -22.1 -24.1 -15.3 -19.4 -19.4 -14.3 16.2
R -24.2 -20.4 -20.6 -23.1 -21.7 -22.4 -20.3 -24.4 -21.0 -15.2 -18.2 12.7
K -33.3 -19.6 -18.3 -21.7 -20.8 -23.9 -16.7 -20.4 -16.0 -14.2 -18.6 -12.5 12.3
M -21.6 -21.7 -19.3 -31.0 -19.3 -27.6 -25.3 -32.7 -23.6 -17.8 -21.1 -243 .7-20 16.4
| -25.5 -26.2 -20.4 -27.5 -25.0 -34.6 -25.5 -33.8 -27.2 -25.8 -25.3 -26.9 .2-24 -13.4 12.3
L -24.5 -25.7 -23.9 -23.8 -22.3 -31.0 -27.7 -35.3 -27.4 -21.0 -24.4 -24.0 .3-24-12.9 -14.2 10.2
\ -19.3 -24.3 -17.1 -24.6 -16.6 -29.5 -27.2 -33.8 -22.7 -23.9 -26.5 -247 1-24-175 -11.3 -17.0 115
F -21.9 -28.0 -24.8 -29.5 -25.1 -32.2 -26.5 -33.1 -32.5 -26.3 -20.5 -31.1 .2-30-16.5 -19.4 -16.3 -21.7 13.9
Y -21.0 -21.9 -24.8 -26.6 -25.7 -29.6 -21.5 -25.8 -27.1 -24.1 -14.2 -23.0 .7-24 -22.7 -23.7 -22.4 -22.9 -11.7 14.8
W -22.4 -25.3 -28.6 -32.0 -28.5 -26.5 -28.3 -375 -29.5 -24.1 -22.8 -21.5 .5-30-22.8 -25.3 -22.8 -28.5 -15.9 -15.1 18.8
C S T P A G N D E Q H R K M | L \Y F Y w
Tabelle 2: VonM abgeleitete PAM-1-Dayhoff-Score-Matrix
A R N D C Q E G H | L K M P S T w Y \Y
A 1350 677 733 733 884 748 781 884 647 649 597 714 671 461 834 100699 8 342 468 803
R 460 1583 568 493 323 751 589 424 616 304 320 995 361 253 429 512 7 50366 351 337
N 425 485 1092 747 299 534 563 496 601 239 228 562 275 225 366 558 7 50197 326 271
D 501 496 881 1593 260 666 1007 549 591 221 213 604 268 188 453 59736 5 164 284 273
C 212 114 124 91 2660 107 94 119 138 145 134 100 153 157 93 193 166 9 14169 187
Q 359 530 442 468 215 705 558 300 496 243 261 538 303 208 359 390 37201 253 264
E 580 645 722 1095 293 863 1334 483 635 315 305 768 370 237 525 61472 5 215 312 376
G 827 583 801 752 466 585 608 3387 530 264 264 567 332 224 512 799 9 56291 292 346
H 194 271 310 259 173 309 256 170 946 143 153 267 175 231 182 225 22194 387 149
| 480 330 304 239 446 375 314 208 353 1460 1094 354 1027 726 320 37%10 381 489 1185
L 717 566 473 374 673 653 492 339 612 1779 2390 576 1798 1501 561 5 57707 793 942 1443
K 535 1097 713 662 311 840 774 454 667 358 359 1240 425 276 510 60005 6 264 360 394
M 195 154 138 114 185 183 144 103 170 403 435 165 608 326 130 166 19881 217 330
F 239 193 202 143 340 224 165 124 399 510 649 191 583 2041 171 213 6 24937 1312 419
P 484 367 366 385 225 434 410 318 353 251 271 396 259 191 2614 495 7 46144 222 299
S 774 580 741 671 619 625 636 657 578 394 368 616 439 315 656 997 844285 393 475
T 707 587 687 616 544 621 605 478 580 542 462 635 535 372 632 862 1 110274 397 622
w 57 90 57 40 103 70 48 52 108 86 110 59 104 301 41 62 58 3398 336 72
Y 195 215 235 173 293 220 175 130 539 276 327 200 311 1054 160 213 1 21843 1955 253
\% 708 437 413 352 689 486 446 326 440 1415 1060 464 1004 712 454 54%98 382 535 1501
Tabelle 3: PAM-250-Substitutions-Matrix/2°° (Alle Eintrage sind mit 10000 multipliziert.)
C 11.5
S 0.1 2.2
T -0.5 1.5 25
P -3.1 0.4 0.1 7.6
A 0.5 11 0.6 0.3 24
G -2.0 0.4 -1.1 -1.6 0.5 6.6
N -1.8 0.9 0.5 -0.9 -0.3 0.4 3.8
D -3.2 0.5 -0.0 -0.7 -0.3 0.1 2.2 4.7
E -3.0 0.2 -0.1 -0.5 -0.0 -0.8 0.9 2.7 3.6
Q -2.4 0.2 0.0 -9.2 -0.2 -1.0 0.7 0.9 1.7 2.7
H -1.3 -0.2 -0.3 -1.1 -0.8 -1.4 1.2 0.4 0.4 1.2 6.0
R -2.2 -0.2 -0.2 -0.9 -0.6 -1.0 0.3 -0.3 0.4 1.5 0.6 4.7
K -2.8 0.1 0.1 -0.6 -0.4 -1.1 0.8 0.5 1.2 15 0.6 2.7 3.2
M -0.9 -1.4 -0.6 2.4 -0.7 -35 -2.2 -3.0 -2.0 -1.0 -1.3 -1.7 -1.4 43
| -11 -1.8 -0.6 -2.6 -0.8 -4.5 -2.8 -3.8 -2.7 -1.9 -2.2 2.4 -21 25 4.0
L -15 -2.1 -1.3 -2.3 -1.2 -4.4 -3.0 -4.0 -2.8 -1.6 -1.9 -2.2 -2.1 2.8 2.8 4.0
\Y -0.0 -1.0 0.0 -1.8 0.1 -3.3 -2.2 -2.9 -1.9 -1.5 -2.0 -2.0 -1.7 1.6 3.1 1.8 3.4
F -0.8 -2.8 -2.2 -3.8 -2.3 -5.2 -3.1 -4.5 -3.9 -2.6 -0.1 -3.2 -3.3 1.6 1.0 2.0 0.1 7.0
Y -0.5 -1.9 -1.9 -3.1 -2.2 -4.0 -1.4 -2.8 -2.7 -1.7 2.2 -1.8 -2.1 -0.2 -0.7 -0.0 -11.1 5738
w -1.0 -3.3 -3.5 -5.0 -3.6 -4.0 -3.6 -5.2 -4.3 -2.7 -0.8 -1.6 -3.5 -1.0 -1.8 -0.7 -2.8.6 41 14.2
C S T P A G N D E Q H R K M L \2 F Y w

Tabelle 4: VonM ?°Y abgeleitete PAM-250-Dayhoff-Score-Matrix
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1.2.2 BLOSUM-Matrizen

Hinter den PAM-Matrizen steckt die Idee, das Substitutionsgeschébensehr kurze Ze#ume zu
betrachten (praktisch bedeutet das, s¢mliche Sequenzen zum Sthen der Substitutionswahrschein-
lichkeiten zu benutzen) und die Sitiungen dann bei Bedarf mittels Matrix-Multiplikation aahtere
evolutiorare Zeitiume hochzurechnen. Nun ist aber nicht auszuschlie3en, dasdabiei urathnlichen
Sequenzen evoluti@me Mechanismen eine Rolle gespielt haben, die sich qualitativ von densrhzw
sehrahnlichen Sequenzen unterscheiden. Die BLOSUM-Score-MatrizerHemikoff und Henikoff
(1992) wurden daher mit Dateftzen von Proteinsequenzen konstruiert, dig3gre Unterschiede auf-
weisen. Auch die BLOSUM-Matrizen enthalten ge&izte log-Likelihoodquotienten. Die Datexize
lagen wieder als gaplos alignierted8ke vor, wobei man sich bzgl. des Alignments wegen dédgren
Unterschiede zwischen den Sequenzen nicht ganz so sicher war derbi€onstruktion der PAM-
Matrizen.

Da in den Daterégzen oft Sequenzen mehrfach vorkommen, evtl. mit leichtearvdsarungen, wer-
den seh&hnliche Sequenzen geclustert und wie eine einzelne Sequenz gevBelidtr Konstruktion
der BLOSUM#«-Matrix werden Sequenzen zusammengefasst, wenn sie in minde$tedsr Positio-
nendbereinstimmen.

Wenn es z.B. um BLOSUM-75 geht und der Datensatz so aussieht

vV ITI

vV ITITI
L I VYV
L L VI

L

fassen wir die ersten beiden Zeilen zu einem Cluster zusammen:

vV IIIL
LIV V
L LV I

Wir behandeln den Cluster wie eine Sequenz, bei der an der letzten Pqgeitieits zur Halfte |
und L steht. Wenn wir nun aus den insgesambiwPositionen die relativen Amin@sire-Haufigkei-
ten sclatzen, so erhalten wir alda, = 32, h; = 22 undhy = . Fur die Haufikeiten mit denen die
Aminosaure-Paare im Datensatz beobachtet werden, erhalten wir entsmteshe = % hiy = %
hir = 22, hyy = 15, hyr = 22 undhyr = +2. (Dass auch hier wieder 12 als Nenner auftaucht, ist ein
dummer Zufall. Es sind halt 3 Sequenzen und die Anzahl der Paare pitioRdst damit(3) = 3, sor-
ry!) Die beobachteten &lifigkeiten verwenden wir als Satzungenifir die Wahrscheinlichkeit, in einer
(anderen) Sequenz an einer Stelle die entsprechende Admimosteht bzw. dass bei einem homologen
Paar von Positionen zweier Sequenzen die beiden Amnes stehen.

Als Score schlagen Henikoff und Henikoff (1992) dann den sich ased Schtzungen ergebenden
log-Likelihoodquotienten vor (mit Vorfaktor 2 und Basis 2 des log):

2log, e falls a=1b
s(a,b):{ 082 52 a

2log, 223% falls a#0
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Dabei taucht der Faktor 2 im Nenner des zweiten Bruchs auf, da wit migischenab und ba unter-
scheiden und beidedfie in h,;, zahlen.

Die von Henikoff und Henikoff (1992) verwendeten Daten kamen @&tentlichen Datenbanken.
Die ersten daraus gesitaten Score-Matrizen wurden dann verwendet, um das Alignment nociale
zu verfeinern, und damit wurden dann auch die Score-Matrizen rinotaéneu gesditzt. Dies wurde
dreimal iteriert.

Man beachte einen Unterschied bei der Bezeichnung von PAM- undSBINDMatrizen: Die Zahl
im Namen der zu verwendenen Matrix sollte bei PAM umsif3gr und bei BLOSUM umso kleiner sein,
je verschiedener die zu alignierenden Sequenzen sind.

1.3 Mustersuche und BLAST
1.3.1 Die Suchstrategie von BLAST

Gegeben seien zwei sehr lange Sequenzennd T der Langenn undm Uber dem Alphabe# und
ein Score-Schema mit affinen Gap-Penalties, das die Forderungdt di¢ wir in Abschnitt 1.1.2 an
Score-Schemataif lokale Alignments gestellt haben. Man denke an sehr lange SequenBeseiT
die Aneinanderreihung der Sequenzen einer ganzen Datenbank.

Gesucht sei ein lokales Alignment mit dglichst hohem Score.

Diesen lbnnten wir mit dem Smith-Waterman-Algorithmus finden, der jedoch mit Lauf2@itm)
zu langsamiir Datenbankvergleiche im grofR3en Stil ist. Im Programm-Paket BLASSsateursping-
liche Version in Altschul et. al (1990), dem inzwischen meistzitiertem biolbgisdPaper, vorgestellt
wird, wird die Stategie verfolgt, z@thst mal gute gaplose Alignments zu finden, was wesentlich schnel-
ler geht, und diese dann zu noch besseren Alignments zu erweiternusdenmenzusetzen, die dann
evtl. auch Gaps enthalten. Damit ist nicht garantiert, dasadialish das optimale Alignment gefunden
wird, aber in der Praxis funktioniert es offensichtlich zur Zufriedenther meisten Anwender.

Oft genug enthalten wohl die besten Alignmentsdaldich AGGCTTACGTACGTGCGTCGACTGCTTCGGCTTCGGCT
auch ein recht gutes gaploses Alignment. Interessant sind in die- \ N\ \
sem Zusammenhang insbesonderdHigh-score Segment-Paare \
(HSP). Das sind lokale Alignments, die einen gewissen Mindestscog \ NN\ \
re iberschreiten und die in dem Sinne lokal optimal sind, als dass a NN \ \\
sich ihr Score verschlechternimde, wenn man sie in der einen
oder anderen Richtung varigern viarde, und wenn sich der Sco-
re auch nicht verbessern liel3e, indem man sieisrztk Das HSP
mit dem lochsten Score bezeichnet man auchvidgimales Segment-
Paar (MSP).

D109909VLLVL

1D

N \

N N

N AN
\

90199019921399093V 99

Strategie von BLAST (klassische Version)
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1. Ist S gegen eine sehr lange Sequéizu alignieren, so wird zuichst eine Liste aller After
in S (also zusammerd@mgender Teilsequenzen vél der Langew erstellt. (Default-Werte sind
w = 11 bei DNA undw = 3 bei Proteinen.) Zumindest bei Proteinen witnl fedes solche Wort
W auch jedes Wort” der Langew in die Liste geschrieben, welch&g ahnlich ist, d. h. sich mit
einem Score oberhalb einer vorgegeben SchraglegeniV gaplos alignierendsst.

2. Baueiirdie Liste der Vidrter einen endlichen Automaten (genauer gesagt einen Mealy-Automaten,
vgl. Durbin et al., 1998Rhnlich dem Scliisselwort-Baum im Aho-Corasick-Algorithmus; Das
geht fast in linearer Zeit. Mehr dazu im Abschnitt 1.3.3.

3. Schiebe die Datenbank durch den Automaten und finde sadflagen Worter, die mitw-langen
Waortern inS mit Score> t alignierbar sind. Auch dazu mehr in Abschnitt 1.3.3.

4. Verlangere die gefundenen Alignments vom Scare zu HSPs. Vedngere sie dazu nach links
und rechts, bis der Score unter eine gewisse Schrailkeund optimiere dann das Alignment in
diesem Bereich. Gib das HSP aus, falls der Score eine Schfaiikersteigt.

Gapped BLAST Altschul et al. (1997) stellen eine Variante von BLAST vor, die zum eirdmsller

ist und zum anderen auch bessere Chancen hat, Alignments mit Gapderu fim Wesentlichen wurden
zum klassischen BLAST zwei Va@nderungen vorgenommen: Zum einen werden nur solche HSPs wei-
terverfolgt, die in der ldhe eines weiteren HSPs auf derselben “Diagonallinie” im Alignment-Graphen
liegen, die also beide Teil eines gemeinsamen gaplosen Alignments sind,arahderen werden sol-
che HSPs dann mittels dynamischer Programmierung innerhalb einer gewisggbung zu lokalen
Alignments mit Gaps erweitert.

1.3.2 Ein Muster in einem Text suchen: Der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus

Bevor wir uns dem Teilproblem von BLAST zuwenden, alle Stellen in einaggdarSequenz zu finden,
an denen ein Wort aus einer vorgegebnen Menge beginnt, betradhi&s Woriiberlegung daRattern
Matching Problem:

Gegeben ist ein Wort (in diesem Kontext auch Pattern oder Muster genahat) (S, S2,...,S,) €
A" und ein Textl’ = (T1,...,T,,) € A™.

Gesucht i <m —n+1mitS; =T;, 52 = Tiy1,...,5, = Ti1n—1, falls es existiert.

Idee des Knuth-Morris-Pratt Algorithmus (KMP):  Es seiS? := (54,. .., S,) der P#fix von S der
Langeg < n. Angenommers? matcht,S9+! jedoch nicht:

Ty ... Ty T Ty oo Tiygr Ting oo Ti
Si Sy ... S, Sen
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Dann braucht mas erst wieder mit einerd’;, Ti4 j41,. .., Ti+j+n—1 ZU vergleichen, falls der Bfix
von S der LAngeq — j gleichzeitig Suffix vonS? ist:

T, ... Tix T, Tiyx ... Tirj Tijsr - Tivg1r Tig - T
Sl SQ Sj-i-l Sj+2 Sq
S; Sy ... S,

Die Anzahl an Positionen, um die wif langsT" verschieben &nnen bevor wir wieder vergleichen, ist
alsoq — 7(q), wobei:
7(¢q) = max{k | k < ¢, S* ist Suffix vonS9}

Nach der Verschiebung vergleichen iy )., mit 7}, und bei ErfolgS ;o mit T;1 ;41 usw. Passt
Sy+1 als erster nicht mehr, so verschieben wir g w(q’).

Angenommen, die Abbildung : ¢ — 7(q) ist bekannt. Dann kommen wir nach jedem Vergleich in
gewissem Sinne ifi’ weiter nach rechts: Bei “Match” wird die Stelle, an der wir vergleichen,ains
nach rechts verschoben und bei “Mismatch” bleibt sie, wo sie ist, alsekdaterS wird dann hngsT’
nach rechts verschoben, was ab@chstens so oft passieren kann, bis igan der Stelle voA” steht,
wo verglichen wird. Also kommen wir mit weniger &a: Vergleichen aus.

Zuvor missen wirr berechnen. Wir verwenden dabei die selbeafiRiSuffix-ldeen und benutzen
zur Berechnung von(q) die Werter (1), ..., (g — 1), die wir zuvor berechnet haben. (Die dynamische
Programmierungdsst guafien!)

(1) =0

Fur ¢:=1,...,n—1:

x = Sgq1

v = 1(q)

Solange Sy+1 # 2 und v #0:
v:=T7(v)

Falls S,11 =
m(g+1)=v+1
sonst :
m(g+1):=0
Zur Laufzeit der Berechnung van muss man siclilberlegen, wie oft die Brper derauf3eren und
der inneren Schleife durchlaufen werden. Dagégtivalent zur Frage, wie oftseinen Wertindert. Bei
der Zuweisung := 7(q) kannv hdchstens um 1 eifit werden, und das passieitdnstens: — 1 mal.
Bei der Zuweisung := 7(v) wird v hingegen kleiner. Da zu Beginn 0 ist und nie kleiner als 0 werden
kann, kann die Zuweisung := 7(v) nicht dfter als die Zuweisung := ¢ aufgerufen werden. Also ist
die Laufzeit der Berechnun@(n).
Damit ist gezeigt: KMP findet ein Muster deiahgen in einem Text der Angem mit Laufzeit
O(n+m).
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Abbildung 2: Schiisselwort-Baumifr P = {potato, poetry, pottery, science, schpol

1.3.3 Mehrere Muster in einem Text suchen: Der Aho-Corasick-Algoithmus

Zu suchen sind alle Stellen in einem Té&Xtder LAngem, an denen ein Muster aus einer Merfge=
{P,P,,...,P,}, P, € A*, vorkommt. Indem maniir jedes Muster einen Linearzeit-Algorithmus wie
den von Knuth, Morris und Pratt anwendet, gelingt dies in 2¢it + zm ), wobein die Gesam#nge der
Muster inP ist. In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass es auch inZeit- m + k) geht, wobek
die Anzahl der zu findenden Textstellen ist. Das geht z. B. mit dem Algorghron Aho und Corasick
(1975), bei dem man z@chst einen Schkselwort-Baum (keyword treelif die Muster konstruiert und
dannahnliche Ideen wie bei Knuth-Morris-Pratt anwendet.

Ein Schlusselwort-Baum (keyword tree) fur die MengepP ist ein gewurzelter gerichteter Baum,
bei dem jede Kante mit einem € A beschriftet ist, so dass maurfjedes MusterP; € P ein Blatt
von K findet, so dass die Kanten von der Wurzel bis zum Blatt gefadrichstabieren, und dies muss
eine Bijektion zwischer? und der Menge der Blter des Baumes definieren. Aul3erderitssen je
zwei verschiedene Kanten, die aus demselben Knoten des Baume&mwgehsils mit verschiedenen
Elementen vord beschriftet sein.

Das Beispiel in Abbildung 2 ist (wie auch Abbildung 3) dem Buch von Gig(iE999) entnommen.

Ein Schlisselwort-Baumiir P kann auf die offensichtliche Art und Weise in Zél(n) konstruiert
werden. Ein Sclilsselwort-Baum kann dazu benutzt werden, um in 2¢it) zu Uberpiifen, ob eines
der Muster an einer bestimmten Position des Textes vorkommt. Wenn wir das nmitjesiéon tun
wollen, erhalten wir aber eine@(nm)-Algorithmus. Zur Beschleunigung flieRen nun noch Ideen aus
dem KMP-Algorithmus ein.

Wir nehmen der Einfachheit halber folgendes an: KEIN MUSTERAINST TEILSTRING EINES
ANDEREN MUSTERS INP.

Wir bezeichnen die Knoten des Sizhselwort-Baums im Folgenden niitund dessen Wurzel mit
Das Wort, das man eélt, wenn man die Kanten vanbis zu einem Knoten € K abliest, bezeichnen
wir mit £(v). WennW Suffix von £(v) und zugleich Pafix eines Musters i ist, dann existiert genau
einw € K mit W = L(w). Ist L(w) der langste Suffix vorC(v), der auch Fifix eines Musters ifP
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Abbildung 3: Schlisselwort-Baumiir P = {potato, tattoo, theatre, otHemit Failure-Links(v, f(v))
(aulRer solchen, bei dengiw) die Wurzel ist)

ist, so setzen wirf(v) := w. Falls kein solches existiert, setzen wirf(v) := r. Wir kbnnen dann
in den Schlisselwort-Baum zuagzliche Kanter(v, f(v)) einzeichnen, die als “failure links” bezeichnet
werden, vgl. Abbildung 3. (Mit diesen Kanten ist der Sddelwort-Baum dann riadich kein Baum
mehr.)

Mit ¢(v) bezeichnen wir die Tiefe von € K, d. h. die Anzahl der Kanten zwischemundv.

Die Failure-Links bnnen wir dann analog zur Funktiondes KMP-Algorithmus benutzen und
erhalten:

Aho-Corasick-Suche (AC)

=1
c:=1
w =T
wiederhole:
Falls w=r:
solange keine Kante (w,w’) mit Beschriftung T. existiert:
c:=c—+1
l:=10+1
solange eine Kante (w,w’) mit Beschriftung T. existiert:

Falls w’ Blatt ist:
gib [ und das entsprechende Muster aus

wi=w

c:=c+1
w = f(w)
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[:=c—t(w)
bis ¢>m

Dabei istc jeweils die aktuelle Vergleichs-Position ifi und ! die Position, die dem Beginn des
entsprechenden Musters und damit der Wurzel des Baums entspricht.

Laufzeit der AC-Suche Wegent(f(w)) < t(w) wird bei jedem Aufruf der inneren oder déulReren
Schleifec oderl ermdht. Da immer giltd < ! < ¢ < m ist die LaufzeitO(m).

Berechnung vonf : v — f(v)

Far ¢=1,2,..., maxyex t(v):

Fur alle veK mit t(v)=1:

v/ := Vater von v
x := Beschriftung der Kante (v, v)
w = f(v/)
Solange # Kante (w,u) mit Beschriftung x und w #r:
w = f(w)
Falls 3 Kante (w,u) mit Beschriftung x
f(v):=u
Sonst:
flw)=r
Laufzeit der Berechnungvonf SeiP € P undvy,...,v, die dazugetirigen Knoten. Wir betrachten
nur die Durchhufe der inneren “&”-Schleife mitv = vy, ..., v,. Speziell betrachten wiw) jeweils

nach Aufruf vonw := f(v') undw := f(w). Beim Durchlauf mitv = v; kann¢(w) um 1 gbRer
sein als bev = v;_1, und zwar fallsf(v) := u ausgefihrt wurde, ohne dass die Solange-Bedingung
erfullt war. Sonst wirdt(w) immer kleiner. Weger(w) > 0 und daf(v) := u entlanguy, . .., v, nur
O(y)-oft ausgefihrt wird, folgt: Es werder®(y) Rechenschritte bei den Aufrufen ddirFSchleifen mit

v =uy,...,v, ausgeiihrt, und damitD(n) Schritte fir allev € K.

Falls P Muster enthilt, die Teilstrings anderer Muster A sind, werden im Suchbaum ZAtgliche
gerichtete Kanten eingédt, die bei der Ausgabe eines Strings benutzt werden, um auch dpreents
chenden Teilstrings auszugeben. Details siehe Gusfield (1990 istAnzahl der Positionen, an denen
in 7" ein Muster ausP beginnt, so ist auch in diesem Fall die Laufzeit der AC-Sucke + m + k)
(einschlief3lich der Berechnung vgi).
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1.4 Signifikanz lokaler Alignments
1.4.1 Fragestellung und Allgemeines zur Signifikanz

Zwei DNA- oder Proteinsequenzel = (Xi,...,X,)undY = (Y1,...,Y,,) werden mit einem
bestimmten Score-Schema lokal aligniert. Das beste lokale Alignment hat einembSBedeutet das
was? Ist das signifikant? Oder sieht das eher nach Zufall aus? Witamehurchst an, dass wir nur
gaplose Alignments zulassen.

Wir verfolgen den klassischen Ansatz der Statistik: Angenommen, die Beguearen unabéngig.
Wir versuchen zu zeigen, dass ein so extremes Ergebnis (also einssdooeh wiebh — oder gar noch
hoher), unglaublich unwahrscheinlich ist. Um das rechnerisch zu bdehahrauchen wir ein Modell:

Modell: Es gibt eine Wahrscheinlichkeitsverteilufg );c 4 auf unserem Alphabetl = {A;} (z.B.
(p1, p2, p3, p4) fur Nukleotide oder(py, ..., pa) fUr Aminosauren). Alle Positionen sind stochastisch
unabtangig, d.h. die Wahrscheinlichkeit der SequenzA,, ... A;,, istpi, - pi, - - - Di,, -

Null-Hypothese: Diese nchten wir gerne verwerfen. Sie lautet: Die Sequenzen sind voneinande
unablaingig, d.h.@irallek < n,l < mundA;, A; € Adgilt:

Ws(Xy, = 4, Y1 = Aj) = pi - pj

Alternative: Die mbchten wir gerne glauben, wenn es uns gelingt, die Null-Hypothese mexfen.
Sie lautet: Es gibt ein “wahres” lokales (gaploses, wie wirdgalrst annehmen werden) Alignment von
X undY'. Fur entsprechende Positionspaéiel) gilt:

Ws(Xy = Ay, Y1 = Aj) = q(i,§) # pi - pj

Strategie: Gehe von der Null-Hypothese aus und zeige, dass dann Scaéreinglaublich unwahr-
scheinlich ist. Berechne dazu derWert, also die Wahrscheinlichkeit unter der Annahme der Null-
Hypothese, dass ein mindestens so extremes Ergebnis wie das beob@chiaszrem Fall also ein
maximaler Score> b) auftritt. Falls derp-Wert kleiner als dasignifikanzniveau « ist (oft wahlt man
a = 5%), wird die Nullhypothese verworfen, und (vielleicht) die Alternative gapta Dies ist das
allgemeine Prinzip des statistischen Hypothesentests.

Speziell bei lokalen Alignments misst man die Signifikanz oft stattyii¥erten mit sogenannten
e-Werten. Das ist, grob gesagt, die erwartete Anzahl rniblerlappender Alignments vom Scoreb.

1.4.2 e-Werte fir hohe Scores bei HSPs

Wir betrachten zuiichst nur gaplose Alignments, also HSPs. Da HSPs per definitioneniibetippen,
bietet es sich an, den e-Wert als die erwartete Anzahl der HSPs vam>Séwxu definieren.
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Wir legen jetzt die Null-Hypothese zu Grunde. Wenn wir an einer wahlloausgregriffenen Stel-
le (i, j) des Alignment-Graphen beginnen, gaplos zu alignieren, alsgsl einer Diagonalen des Ali-
gnmentgraphen

Xi Xip1 Xigo
Yi Yi1 Yjgo

so sind die Score-Zuschse, die wir beobachtedknen, voneinander stochastisch uréaidig (zumin-
dest Bngs einer Diagonalen) und identisch verteilt: Mit Wahrscheinlichkeitp; kommt im Alignment
als rachstes jf und dann wird zum Score(k,[) hinzuaddiert. (Gemeint ist hier der Score des Ali-
gnments al{i, j); wir fangen alsmicht neu an, wenn der Score unterdlf.) Ein solcher Prozess mit
unablangigen, identisch verteilten Z@éehsen wird in der Stochastik disfahrt (random walk) bezeich-
net.

Wir betrachten zuachst ein sehr einfaches Beispiel. Angenommen wir unterscheiden raahen
Match und Mismatch. Die Belohnungirf einen Match be#gt s(i,i) = 1 und die Strafe iir einen
Mismatchs(i, j) = —1 (furi # j). Die Irrfahrt geht also mit Wahscheinlichkeit= >". p? um 1 nach
oben und mit Wahrscheinlichkeit— p um 1 nach unten. Einen typischen Verlauf einer solchen Irrfahrt
zeigt die untere Linie in der folgenden Abbildundi(p = 0.4):

score

-30
|

0 20 40 60 80 100

position

Als Leiterpunkte bezeichnen wir alle Stellen, an denen die Irrfahrt einen so niedrigeraaimmt
wie nie zuvor. Ein Abschnitt der Irrfahrt zwischen zwei Leiterpunkigrd als Exkursion bezeichnet.
Haufig folgen zwei Leiterpunkte direkt aufeinander. Dann hat die Estkn die Lange 0. Man kann
die Irrfahrt als Aneinanderreihung voneinander stochastisch @mglidrer Exkursionen auffassen. Irr-
fahrten wurden in der Stochastik sehr gut untersucht (siehe z.B. ,FE88). Die Resultate tissen
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also “nur” auf die Score-Irrfahrteiaibertragen werden. Die obere Linie in der Abbildung ist aus der Irr-
fahrt entstanden, indem der Prozess in jedem Leiterpunkt auf derOVjesetzt wurde. Wir sehen also
die Exkursionen der Irrfahrt oberhalb detAchse. Die Irrfahrt entspricht dem Verlauf des Scores eines
gaplosen Alignmentsihgs einer Diagonale im Alignment-Grafen bei festem Startpunkt. Die dlrdee
zeigt fur jeden Punkt auf der Diagonalen den Score des jeweils besten lokiiggmants. Man mache
sich klar, dass alle High-Scored Segment Pairs (HSPs) gerade dehnitben entsprechen, die in einem
Leiterpunkt beginnen und in einem Maximum der entsprechenden BEakuasden. Die Frage wie wahr-
scheinlich es ist, dass ein HSP den Sdoegreicht, entspricht also der Frage wie wahrscheinlich es ist,
dass eine Exkursion diedtheb erreicht. Wir behandeln diese Frage hier niurden oben beschriebenen
einfachen Fall mit(i, j) = —1 (furi # j).

Seiwy, die Wahrscheinlichkeit, dass eine solche batartende Irrfahrt den Webtvor dem Weria
erreicht. Dann gilt offensichtliclv, = 1, w, = 0 und

(*)  wh=p wpp1+(1=p) wp—1 fira<h<b,

denn mit Wahrscheinlichkejt wird von h aus als Achstesi + 1 erreicht und dann isby, ., die Wahr-
scheinlichkeit @ir das Ereignis und entsprechendes giit/f — 1, welches mit Wahrscheinlichkeit— p
als rachstes erreicht wird. Einen solchen Ansatz nennen wir “Zerleguciy e@m ersten Schritt”. Wir
konnen diese Gleichung auch als homogene Differenzengleichung waitesiir
1—p
Why1 — W = T : (wh - whfl)
Also verandert sich die Steigung van, von Schritt zu Schritt um einen konstanten Faktor. Das kennen

wir vom exponentiellen Wachstum und wir kommen somit zu dem Ansatz k - e*" + ¢ fiir geeignte
Konstantem\, k, c. Setzen wir das iff«) ein, so erhalten wir:

k-eMtce=p (k- 4o )+ (1—p) (k- 4 ¢)

Wir ziehen davon auf jeder Seiteab, teilen durclk - ¢ und erhalten:

l=p-+(1—p)-e?
Das BAsst sich umformen in:

O=p- (M2 —er+1—p
Diese quadratische Gleichungin= e* hat die beiden tisungere* = 1 unde?* = %. Das Erste ist
gleichbedeutend mit = 0 und das Zweite miA = log 1%’. Im Folgenden meinen wir mi den letzten
Ausdruck. Hat eine homogene Differenzengleichung zwei versehetbsungen.;, undvy, so bilden
die Linearkombinationen; - uy, + ¢ - v, den Losungsraum der Gleichung. Dié$ungen vorix) sind
also die Ausdicke der Form

wp=C1-1+Cy-eM mit KonstanterC, Cs
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Indem wir C; und Cs so wahlen, dass die Randbedingungen= 0 undw, = 1 erfillt sind, erhalten

wir die eindeutige bsung

e)\h _ eka

W = -
oAb _ oha

Setzen wir nuniir « den Wert—1 und fur b eine sehr grof3e Zahl ein, so gilt:

el — 6—>\

A\ —Ab
SV ~(l—e")-e

woy =

Hier und im Folgenden bedeutet”, dass der Quotient der beiden Seiten gegen 1 konvergiert (hier falls
b gegenco geht).

Um nun die Wahrscheinlichkeit, zu berechnen , dass in einem Positionenpag ein HSP vom
Score> b beginnt, niissen wir das obige Ergebnis noch mit der Wahrscheinlichkeit multiplizieess, d
(i,7) ein Leiterpunkt ist. Asymptotisch erhalten wir also einen Ausdruck der Forat*t,

Dembo, Karlin und Zeitouni (1994) konnten zeigen, daasdile praktisch bedeutsamen Score-
Schemata Konstanténund \ existieren, so dass die Asymptofik, ~ & - e=*? gilt, oder zumindest
Konstanterk,, ko und )\, so dass gilt:

kq - e N S Wy g ko - e N

Auch im allgemeinen FalHsst sich\ zurch Zerlegung nach dem ersten Schritt ermitteln. Das sieht dann
SO aus:

k . 67}\1) ~ Z i - p] . k . 67/\.(1)78(1"]'))
i,jEA

Das kann man umformen in

i,JEA

und numerischdsen, z.B. mit dem Newton-Verfahren (vgl. Anhang B).
Fr f(x) := Y, ; pipje” () rechnet mal leicht folgende Gleichungen nach:

f0) = > pipj=1
i’j
lim f(z) = Zpipj xlgrolo ) = 0o
,L?]
fl) = Y pipe” ™) - s(i, j)
0.
f(0) = Zpipjs(i,j) <0 (nach Voraussetzung an Score-Schema)
i?j
@) = > pipe”® - (s(i,5))* > 0
]
Aus dieser Kurvendiskussion folgt, dagén etwa so einen Verlauf nehmen muss:
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A

Insbesondere hat nur ein lokales (und damit globales) Minimum uritgl genau eimx > 0 gilt
f(A) = 1. Zur Anwendung des Newton-Verfahren&len wir nun einen Startwert mit f'(zp) > 0
und approximierery um Punkt(xg, f(x¢)) durch die Tangente, also die Gerade mit Steigiitig,).
Diese Tangente nimmt an der Stelle = 1]7,{;233’) + xo den Wert 1 an, denn es gilt jf(zg) =
%ﬁ“). Verwende nunz; an Stelle vonzy und iteriere das Verfahren bis ei, gefunden wird,
fur dasf(x,) hinreichend nahe bei 1 liegt. Dieses ist unser gesuchtes

Die Berechnung vork; und k5 ist etwas komplizierter. Sei dazt; der (mbglicherweise negative)

Score des globalen gaplosen Alignments

X, Xo X3 ... X;
Yi Yo Y3 ... Y

der ersten Positionen zudlliger Sequenzen mit den vorgegebenen Nukleotid- oder Araimesaufig-
keiten(p;);. Nach Voraussetzung gitS: =}, ; pip;s(i, j) < 0. In der Regel liegen alle Werte, die
von S; angenommen werderdknen auf einem Gitte$ = {z | 3; Pr(S; = =) > 0}. Zum Beispiel gilt
S C N, fallsV; ; s(i,j) € N). Sei

0 = min{lz—y| : z,y €S,z #y}

= max{r : Vi;Jken7-k=15(i,7)}

der kleinste Gitterabstand. Sei auRerdem

P := exp <—2116Pr(5k > 0))

Dann gilt

(5P2Q2
(eM —1)-E(S1er5)
k‘Q = kl . 6>\5
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Wir verzichten hier auf den recht technischen Beweis dieses Resul&die, B. Ewens, Grant
(2001).
Hilfreich fur die Berechnung der Werfe und ) sind die Wahrscheinlichkeiten

flk,s] :==Pr(Sp =s A Vi S; > 0),

dass die in O startende Score-Irrfahrt nac8chritten ins € S ist und zuvor nicht negativ war. Da die
Irrfahrt eine negative Drift hat (also im Mittel und damit langfristig sichach unten geht), isf|x, s]
vernachhssigbar klein, fallg grof3 ist. Wir brauchen alsfi[k, s| nur fur relativ kleinek zu berechnen.

Dazu sei
roi= Y. pipj
i,j Mit s(i,5)==
die Wahrscheinlichkeit, dass die Irrfahrt einen Schrithacht undy,. sei die Menge dey > 0, die von
0 aus inzx Irrfahrtsschritten erreichbar sind. Bei der Berechnung der Wertey) kommt wiedermal
dynamische Programmierung zum Einsatz:

Y == {0}
Yii={z| 3 4,5:s(i,5) ==z}
Far z e Yi:
fl1,z] =7,
k:=2
Wiederhole:
Y, =0
s:=0

Fur yeYy, und z€Yy mit z4+y>0:
Falls z4yeY; :
flky+ 2] = flk,y + 2] + flk — 1,9] -7
s:=s+ flk—1,y]-r.
Sonst :
Vi =Y, U{y+ 2}
flkyy+ 2] = flk—1y]-r.
s:=s+ flk,y + 2]
ki=k+1
solange s>«
(Dabei iste > 0 sehr klein, und alles, was weniger ist, betrachten wir als veraasigbar.)
Sei nunu, die Wahrscheinlichkeit, dass eine in 0 startende Score-Irrtaliiersteigt, bevor sie
negative Werte erreicht. Dg, (sehr vereinfacht ausgeidikt) fur grof3eb ahnlich fllt wie maxy, f[k, b],
kann man mit\ und f[k, y] Konstanter:; undcs finden, so dass gilt:

cre M SupSegre
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AuBerdem kann man aus den Wertgt, y| - v, mit y + z < 0 die erwartete Anzahb der Schritte
zwischen zwei Leiterpunkten berechnen. Dann gilt:

kq :Cl/p Undk'g :Cg/p

Die letzten Argumente waren eher skizzenhaft. Details findet man bei FEYI@8), Karlin und Altschul
(1990), Mott und Tribe (1999), Ewens und Grant (2001).

Im Folgenden vernachssigen wir den Unterschied zwischenund k; und verwenden nur noch
k:= ki ~ ko.

Anhand der bisherigeblberlegungen erhalten wir eine Asymptotikr fden e-WertEs>;, also die
erwartete Anzahl an HSPs mit Scoré bei Sequenzen der@dngenn undm:

ESZan'm'k?'e_)\b

Dies gilt, da es ungéhrn - m Positionspaare gibt, an denen ein lokales Alignment begintantk.

1.4.3 Was heil3t das alleslir die Wahl des Score-Schemas?

Anhand von e-Werten kann man ausgegebene lokale Alignments naclBguleutung sortieren: Je
kleiner der e-Wert desto gBer ist die Signifikanz. Der Score ist als Mal} tlie Signifikanz proble-
matisch, da verschiedene Alignments evtl. mit verschieden strengen Scloeeaata gefunden wurden.
Einen Kompromiss bildet jedoch die Verwendung des normalisierten $tpoer bei BLAST wegen
der Verwendung der 2er-Logarithmen auch “Bit-Score” genannt:wird

, _ AS—Ink S In2+1Ink

S o d.h.S = 3

Also folgt:

ES/Zb = ESZ b»ln2)\+lnk

_ybln24Ink
~ mn-k-e N A
= mn-k- 6—b-ln2 . e—lnk

= mn-27°

Die Beziehung zwischen den Bit-Scores und den e-Werengthalso asymptotisch nicht vonund &
ab. Daher sind Bit-Scores besser miteinander zu vergleichen.

Wir kommen nun noch einmal auf die Wahl der Score-FunktiofigkirBereits im Zusammenhang
mit PAM- und BLOSUM-Matrizen hiel3 es: Wen(p;);c4 die Basen- bzw. Amin@sire-Haufigkeiten
sind und bei wahren Alignmenisc 4 undj € A mit Wahrscheinlichkeit;; an homologen Positions-
paaren auftreten, danrélle man fir den Match/Mismatch-Score

S(Z7]) = C'logﬂv
bi - Py
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wobei ¢ eine Konstante ist, um die es jetzt gehen soll. Winiken auch von(i, j) ausgehen ung;;
gerade so definieren, dass obige Gleichung gilt, d.h. wir setzen:

l P
qij = pipjecs(l’])

Damit g;; eine Wahrscheinlichkeitsverteilung adfx A sein kann, muss gelten:
1 P
1= Sy = S ppye
ij i,

Das bedeutet aber, dass= 1/ ist, denn) war gerade so definiert. In Karlin und Altschul (1990) und
Karlin (1994) wird gezeigt, dass nicht nur die HSPs in wahren Alignmeatis @enn die Alternativhy-
pothese stimmt) sondern auch die HSPs mit optimalen Scores bei sehr laivgewandterSequenzen
gemal der Verteilundg;;); je4 Zusammengesetzt sind. Bei so zusammengesetzten Alignments ist also
der Erwartungswertiir den Score-Beitrag eines Positionspaares:

Y i A log 4 = H/A
= PiD;

Dabei ist H (der griechische Buchstabe Eta) die relative Entropie degiNeg (qi;); jc.42 Zur Vertei-
lung (p; - ;) (i j)e.a2-

1.4.4 p-Werte fir hohe Scores bei HSPs

Vom Alignment mal abgesehen ist der p-Wert als MafRiSignifikanz weitaus geluchlicher als der e-
Wert. Der p-Wert istim Alignment-Kontext die Wahrscheinlichkeit, dagsdestens eillSP mit Score:
b existiert, wobeb der Score des besten Alignmenifis flie zu untersuchenden Sequenzen sei.

Ein Problem bei der Berechnung von p-Werten bilden die vielen stoctiastisAblangigkeiten: Sei
I;; die Indikatorvariable des EreignissefAn Positionspaafi, j) beginnt ein HSP mit Score b}, d.h.
falls das Ereignis eintritt, gilf;; = 1 und sonst gilt/;; = 0.

Wir konnen dann den e-Wert schreiben &ls>, = E}_, I;;. Bei der Berechnung des p-Werts
WS(ZU I;; > 0) mussten eigentlich stochastische Alnlgigkeiten beicksichtigt werden, wie etwa,
dassl;; und ;11 ;41 nicht beide den Wert 1 annehmearien.

Karlin, Dembo und Zeitouni (1992) zeigen aber, dass dieseéiAgigkeiten insgesamt gesehen sehr
schwach sind und in den praktisch relevantatidn vernactdssigt werdenénnen. Da es ungéfirn - m
Indikatorvariablery;; gibt und alle (bis auf die mit ~ » oderj ~ m, die wir hier vernacldssigen) mit
einer Wahrscheinlichkeit von unggfrke ~** den Wert 1 annehmen, i5t,; 1;; ungefihr binomialverteilt
zu den Parameterfmm, ke=*?), d.h. es gilt:

WS(Z Lj=1)~ (";”) (ke—Ab)l (1 B keﬂ,))nmfz

Da wir sehr viele Ereignisse (bzw. Indikatorvariablen) haben, die alleghitideiner Wahrscheinlichkeit
eintreten (bzw. den Wert 1 annehmen)nken wir die Bionmialverteilung durch die Poissonverteilung
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zum Paramter, = nmke** approximieren (siehe Anhang A.7). Wir erhalten damit:
il
WS(Z Iij = l) [ ﬂe #
)
Insbesondere ist der gesuchte p-Wert:

0
1-— WS(Z IZ] = 0) ~1— %e_ﬂ =1 e-’l’bmk)~67>‘

1.4.5 e-Werte fir hohe Scores bei Alignments mit Gaps

Dieser Fall ist weitaus komplizierter und es ist bei weitem nicht alles bewiesenman vermutet und
was den e-Werten, die die neueren Versionen von BLAST ausgebAamyehmen zu Grunde liegt. Dazu
spater mehr.

Zunachst niissen wir uns klar machen, was die e-Werte eigentlihien sollen (genauer ausge-
driickt: von welcher Zahl sie der Erwartungswert sein sollen). Bei d8R’8l haben wir nicht jedes
gaplose Alignment gelt, das einen hohen Score eiflth sondern eben nur die HSPs, also solche
gaplose Alignments, die sich nicht noch durch \feden oder Vedngern verbessern lassen und so-
mit in gewissem Sinne lokal optimal sind. Damit haben wir vermieden, dass winmkgts doppelt
zahlen, die sich eigentlich nicht wesentlich unterscheiden und auf dendgbezeinstimmungen zwi-
schen Sequenz-Positionen beruhen.

Auch im Fall von Alignments mit Gaps achte man etwas tun, was manchmal als “declumping”,
also “Entklumpung”, bezeichnet wird: lokale Alignments, die einen “Klumpkitden, die sich also
miteinanderiberschneiden (z.B. weil sie im Wesentlichen dieselben HSPs verbjrstddlien nicht ein-
zeln geahlt werden. Es sollen nur die Klumpen géit werden, in denen ein Alignment vom Scoré
vorkommt.

Eine Moglichkeit, das zu konkretisieren, ist der Ansatz von
Altschul, Bundschuh, Olsen und Hwa (2001), die vorschlagen,
dass man sich beim Smith-Waterman-Algorithmus jeweils merkt, GE\
wo das lokale Alignment, dessen Score an die jeweiligen Kante

geschrieben wird, begann. Das ist mit dynamischer Programmie-

rung effizient zu machen: Wenn man beim Kanten-Beschriften
einen Score-Anteil von einer anderen Kaiiteernimmt, dann
Ubernimmt man auch deren Informatidher den Anfangspunkt

des Alignments. In den Anfangspunkt schreibt man jeweils den
maximalen Score eines dort beginnenden Alignments. Alle Ali-
gnments, die im selben Punkt beginnen, bilden eine “Insel”. Qh@rnehmen hier die Terminologie von
Altschul et al. (2001) und sprechen von Inseln statt von Klumpen. Kjagtich irgendwie besser.) Die
Inseln entsprechen den grauen Gebilden in Abbildung 1. Etwas schemeatistdie Darstellung hier

am Seitenrand (Kringel markieren den jeweiligen Anfangspunkt).
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Es wird vermutet, dass es auch im Fall von lokalen Alignments mit Gaps Zahlewl k& gibt, so
dass eine Asymptotik der Form

Ess>p ~mn-k- e A

gilt. Das ist allerdings nicht wirklich bewiesen, und es ist auch noch nioh¢ichend klar, welche Werte
fur & und X zu wahlen sind (falls denn die Asymptotikberhaupt gilt). Altschul et al. (2001) schlagen
vor — und saahnlich wird es dann auclif BLAST gemacht —, dass maiirfgangige Score-Schemata
Sequenzdaten simuliert und darim &lle b ab einer gewissen @Re die in den Simulationsergebnissen
vorliegenden Anzahlea(b) der Inseln mit Score b ermittelt. Dann suche makundk, so dassiir die
relevanten Wertelir b die Approximationc(b) ~ mnke™** moglichst gut ist. Das klingt einfacher als es
ist. Unter anderem gibt es folgende Probleme:

e Da) als Exponent eingeht, muss es sehr genau bestimmt werden. Kleileeungen vor haben
namlich einen grof3en Einfluss aufs Ergebnis.

e Leider gelten die Asymptotiken nuilif sehr grol3e Wertdif n undm. Bei kilrzeren Sequenzen
missen zuitzliche Korrekturterme verwendet werden. Das ist ein Thémai€h.

e Repetitive Elemente, Microsatelliten urdnliches werden im Nullmodell nicht biécksichtigt.
Alignments, die so etwas enthaltenjissen gesondert behandelt werden. (Giltinath auch
schon fir Alignments ohne Gaps.)

¢ Da Simulationen nurifr bestimmte Scoring-Schemata durctigiet wurden, kann BLAST e-Werte
nur fur diese ausgeben.

Auch wenn die Asymptotik fr die Signifikanz lokaler Alignments mit Gaps nicht bewiesen ist,
gibt es doch auf3er Simulationsstudien auch mathematische Teilergebnigseurgiaund Yakir (2000)
konnten zeigen, dass die Asymptotik gilt, wenn die Gap-Open-Penalty Hierelcgrol ist (von der
Grofllenordnundog b). In diesem Fall stimmf\ mit dem A des gaplosen Fallgberein. Die Struktur
solcher Alignments wird in Metzler, Grossmann, Wakolbinger (2002) diskulott und Tribe (1999)
schlagen einen Greedy-Algorithmus vor, dedgticherweise nicht das optimale Alignment findeiir F
die ausgegebenen AlignmentSrinen aber e-Werte berechnet werden. Grossmann (2003psetihe
Methode zur Berechnung vok fir Alignments mit Gaps vor. In Metzler (2006) wird eine Methode
diskutiert, mit der mark und A fur Alignments mit Gaps direkt aus den jeweils gegebenen Sequenzen
schatzen kann.

2 Hidden Markov Modelle

2.1 Ein Hidden Markov Modell f Gir CpG-Inseln

In der menschlichen DNA folgt G nur selten auf C, da das C in diesem &aflgmethyliert wird und
somit zu einem T mutiert. Es gibt aber auch Bereiche, etwa in Promoter-Regimo G auf C folgen
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muss. In solchen sogenannten CpG-Inseln wird die Methylierung dumziinke verhindert. (Das p in
CpG stehtfiir die Phosphogaire und soll die Verwechslung mit dem Watson-Crick-Paar CG vertrit)de

Als Anwendungsbeispielif Hidden Markov Modelle (HMM) fragen wir uns, wie wir CpG-islands
in einer langen DNA-Sequenz findetirknen.

Zunachst geht es darumiiif einen gegebenen Sequenzabschnitt zu entscheiden, ob es sialh um e

CpG-Inseln handelt oder nicht.
Dazu modellieren wir die DNA-Sequenz durch eine Markoff-Kette. Eingéo
X1, X9, X3, ... von Zufallsvariablen, die Werte in einem Zustands-

raumz (z.B.{A,C,G,T} = Z)annehmen, heidarkoff-Kette (Mar- C\@ %@/)

kov chain) aufz, falls die Wahrscheinlichkeitsverteilung vaf} nur von
X;_1 abhangt und ddiber hinaus nicht vorX, X, ..., X; 5. l T l [
Formal ausgedrckt muss alsoifr allex, x1, ..., z;_1 € Z gelten:

WS(Xi:l'|Xi,1 :l‘ifl):WS( —SU‘X 1 = T— 1,X —CL‘Z,...,Xl :@j@ Q}

Die Markoff-Kette sehomogend.h. dieUbergangswahrscheinlich-
keiten sind @ir alle Positionen dieselben:

Vi: Ws(X; =y|Xi1 =) = Ws(Xo = y| X1 =12) =: Py

Ahnlich wie wir es bereits im Zusammenhang mit PAM-Matrizen in Abschnitt 1.2sglgen hatten, kann
man dieUbergangswahrscheinlichkeiten der Markoff-Kette dann dioer mehrere Schritte hinweg mit
Hilfe der Ubergangsmatrix berechnen, die beim Zustandsrdum {A, C, G, T} von folgender Form
ist:

Paa Pac Pac Par

Peca Pec Poe Fer

Peca Poc Pee For

Pra Prc¢ Prc¢ Prr

Um nun CpG-islands zu findenpknten wir zudchstP aus bekannten Daten getreniat EpG-islands
(“P*™") und sonstige Regionen P*~") schatzen und danniif die zu klassifizierende Sequesz=
s1...8, den log-Likelihoodquotienten berechnen:

S 10 S'L 1S4
Ws (s) Z

51 154

log

Interessanter ist folgender Fall:  Suche in der sehr langen Sequenz s, ..., s, hach CpG-islands.
Es ist also innerhalb der Sequenz an unbekannten Positionen ein Westsmten CpG-islands und
sonstigen Regionen @glich. Zur Unterscheidung markieren wir die Positionen innerhalb ein€s Cp
Inseln mit+, die anderen mit- (diese Markierungen sind riatich den Daten nicht unmittelbar zu
entnehmen). Innerhalb der jeweiligen Regionen unterscheiden wir zvistdn Zustnden C, G und N.
Letzteres stehtiir A oder T. Wir gehen also von einer Markoff-Kette aus, die auf foifgan Graphen
umbherspringt:
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C\@?i%i‘@?

IO

Hidden Markov Model (HMM):  Eine unbeobachtbare Markoff-Kett&;, X5, ... auf einem Zu-
standsraung mit Ubergangswahrscheinlichkeitdh, = Ws(X; = y|X;_1 = z) und Startverteilung
P, = Ws(X; = x) emittiert beobachtbare zilfige SignaleS;, Ss, ... aus einem Alphabetl. Die

EmissionswahrscheinlichkeiteairfS; hangen jeweils nur vorx; ab, d. h. @iry € Z undb € A gilt:

ey(b) == Ws(S; = b|X; = y) = Ws(S; = b|X; =y, X1, Xo,...,51,...,51,8i41,...)

In unserem CpG-Beispiel verwenden WiA,C, G, T} = Aund{C;,G{,N;,C_,G_,N_} =
Z. Dabei kennzeichnet die Zustinde innerhalb und- die Zustinde aul3erhalb von CpG-islandé.
emittiert A oder T jeweils mit Wahrscheinlichkeit 0.5.

2.2 Der Viterbi Algorithmus findet den wahrscheinlichsten Had

Gegeben sei eine Sequenz von Emissionen (s1,. .., s,) eines Hidden Markov Modells miiber-
gangswahrscheinlichkeitef,, und Emissionswahrscheinlichkeitep(d) fur z,y € Z undb € A. Sei
auBBerdenP, = Ws(X; = z).

Frage: Welcher “Pfad’zq, ..., x, ist der wahrscheinlichstelf die versteckte Kett&, ..., X,,? (in
unserem Beispiel: Was ist die wahrscheinlichste Aufteilung in CpG-islandsaonstige Bereiche?)
Zu suchen ist also

(x],...,z)) = arg( max )WS(X = (z1,...,2,)|S = (s1,---,5n))
T1,.y Ty

= arg( max )WS(X =(21,...,2n),S = (S1,.--,5n))
T1,eeyTpy

Der Ansatz ist wiedermal dynamische Programmierung. Wir berechinaadléy € Z undk < n
den Wert

v (y) = max Ws(X1 =21, Xo=29,..., X1 =21, X =y,51 = 51,...,5 = Sk)
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Viterbi-Algorithmus

Fur z e Z:

vi(z) := Py - ex(s1)
Fur k=2,...,n:

Fur z e Z:

vg(x) = ez(sk) - maxy{vE_1(y) - Py}
x), = argmaxy{v,(y)}
Fur k=n-—1,...,1:

xy = arg maxy{vg(y) - PWZH}
Ws(X = 2*,5 = (s1,...,5p)) := maxy{v,(y)}

Die Laufzeit ist offensichtlictO(n - | 22|).

Praktische Uberlegung: In der Rekursion werden sehr kleine Wahrscheinlichkeiten aufmultipliziert.
Um zu vermeiden, dass Rechenungenauigkeiten durch die winzigendttiefdzahlen entstehen, kann
man in der logarithmischen Skala rechen. Die Rekursion ist dann also:

log(vg(z)) = log(ex(sk)) + m;ix(log vg—1(y) + log Pyg)

Statt der Wertey, (x) berechnen (und bétigen) wir also nur die Werteg(vi(x))

2.3 Wahrscheinlichste einzelne Zusinde: Der vorwarts-r ickwarts-Algorithmus

Gegeben sei eine Sequenz von Emissionen eines HMM. Wie wahrschaimlittie einzelnen tyli-
chen inneren Zuande an einer festen Position?

Wir Uberlegen zuschst, wie wir die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass das HMM eirigrimete
Folges = (s1, s2, . . ., s, ) emittiert:

Ws(S =s) = Z Ws(S =5, X =z)
TzEZ™

Das machen wir wieder mit dynamischer Programmierung, diegbeat

fi(y) = Ws(S1=s1,.... 9% =sp, Xy =y) furyeZz
Vorw arts-Algorithmus

Fur alle r € Z:

f1(x) == Py - ex(s1)

Fur k=2,...,n und alle 2x¢ Z:

fi(@) = ex(sk) Doyez fi—1(y) Pya
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Ws(S = (s1,...580)) =D ycz [n(y)

Die fi.(z) werden wir auch sfter noch brauchen; ebenso folgendé®&m, die im Rckwarts-Algorithmus
berechnet werden:

br.(y)

WS(Sk_H = Sk+1,-- .,Sn = Sp | Xk = y)

D Ws(Xpp1 =@, Skt = Ski1r- -5 S = 80 | X =)
rEZ

> Ws(Sk41 = Sttty Sn = 8n | Xy = 2, Xp = y) - Ws(Xppq = | Xp = y)
TEZ
(denn es gilt die Bayes-Formel audir bedingte Verteilungen WsC) :

Ws(A, B|C) = Ws(A|B, C) - Ws(B|C).)

Z WS(Sk+1 = Sk+1,-- .,Sn = Sp, ’ Xk+1 = .T) . WS(Xk+1 = ‘ Xk = y)
TEZ
(wegen der Markoff-Eigenschaft vox)

Z Ws(Skt2 = Sk42,- -+, Sn = $n | X1 = @) - Ws(Sp1 = St | X1 = 2) -
TEZ
Ws(Xpp1 =2 | X =)

(daSk1 nurvon Xy, abrangt.)

Z brt1(2) - ex(sk11) - Py,
TEZ

Wir erhalten also eine Rekursioiirfb, (y), und die benutzen wir im

Ruckwarts-Algorithmus

Fur

Fur

yE Z:

=1
k=n-—1,...,1:
yE Z:

br(y) = pez bir1(2) - Py - ex(Spy1)

Ws(S = (s1,...,5n)) := > ez Pu-b1(x) - ex(s1)

Der Zeitaufwandiir den Rickwarts-Algorithmus, ebenso wiéfden Vorvarts- und den Viterbi-Algorithmus,
ist offensichtlichO(n - | Z]?).

Praktische Uberlegung Il:  Auch hier werden sehr viele kleine Zahlen aufmultipliziert und man kann
die daraus evtl. entstehenden Probleme bzgl. der Rechnengenauigigeiten, indem man in der lo-
garithmischen Skala rechnet. Anders als beim Viterbi-Algorithmus gibt esattiézdings das Problem,
dass Summen vorkommen, d. h. man miseg$a + b) auslog(a) undlog(b) berechnen. Dabei will man
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nicht als Zwischenschritibera undb gehen, denn das sind ja die problematisch kleinen Werte (klein im
Sinne von “nahe bei 0”). Um das numerisch stabil hinzubekommen, kanrdmaasleichung

log(a + b) = log(e'%8(® + ¢lo8()) = Jog(lo8(@) . (1 4 lost)-1o8(a))) — Jog(a) + log(1 + ¢lo8(?)~loe(a))
verwenden, wobei die giRere der beiden Zahlen sei. (Werwesentlich goRer ald ist, istelog(®)—log(a)

auf der rechten Seite ohnehin verngsdsigbar.)

Unser eigentliches Ziel in diesem Abschnitt war ja die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten von
inneren Zusinden in einzelnen Positionen. Damken wir unter Verwendung der Nebenprodukte des
Vorwarts- und des Bckwarts-Algorithmus tun. & z € Z unds = (s, .. ., s,,) gilt namlich:

Ws(Xk =x,5 = s)

Ws(Xp=x|S=5s) =

Ws(S =)
_ Ws(S=s| X =) Ws(Xp =x)
Ws(S = s)

= Ws((S1,...,5%) =(81,.--,8k) | Xp =) - Ws(Xy, = x) -
.WS((S]@_;,_l, Ce ,Sn) = (5k+17 Ce ,Sn) | Xk = .’L')

Ws(S = s)
(Denn bedingt auf;, sind (.51, ..., S;) und
(Sk+1,---,Sr) voneinander unalémgig.)

Ws((S1,...,5%) = (s1,---,8k), Xx = x) - bi(x)
Ws(S = s)

fr() - be()

Wir kdnnen also die gesuchte Wahrscheinlichkeit durch einen Bruch voRe@rausdrcken, die wir
recht effizient mit dem Vorarts- und dem Bckwarts-Algorithmus berechnerdknen.

2.4 EM fur HMMs: Parameterschatzung mit dem Baum-Welch-Algorithmus

Gegeben sei eine Sequerg sq,...,s, € A von Beobachtungen aus einem HMM auf einem Zu-
standsraung. Gesucht seien nun die Parameterwérte (P, €,(s))zycz,sc.4. Wir setzen hierP, als
bekannt voraus.

Wir wollen zwei ngliche allgemeine Arédze der Parametersifzung kurz andiskutieren. Wir wer-
den noch oft auf sie ziickkommen.

Der Bayes’'sche Ansatz ist eine Miglichkeit, 8 zu sclatzen: Wir gehen davon aus, dass das wahre
0 zufallig ist und wahlen daiir dasf* als Sclatzwert, das die ¢chste a-posteriori-Wahrscheinlichkeit
hat, also die bchste bedingte Wahrscheinlichkeit Ws= 6*|S = (si1,...,s,)) fur die gegebenen
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Beobachtungen. Mit dem Voiwts-Algorithmus knnen wir W$S = (s1,...,s,)|0 = 0*) berechnen
und nach der Bayes-Formel gilt:
. Ws(0 = 6%, S = (s1,...,5n
Ws( = 6*|S = (s1,...,8n)) = (WS(S - (817‘“78”)) )
WS(S = (s1,...,8,) | 0 = 6%) - Ws(f = 6%)
Yo WS(S = (s1,...,80), 0 =10
WS(S = (s1,...,8,) | 0 = 0%) - Ws(0 = 6%)
S g WS(S = (s1,...,8,) |0 =0")-Ws(0 =6)

Aber was ist eigentlich Wg = 6*)? Das ist die sogenannte a-priori-Wahrscheinlichkeit&/en6*.
Wenn wir davon ausgehen, dassine Zufallsvariable ist, dannimsen wir auch davon ausgehen, dass
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung dafexistiert. In der Bayes’schen Statistik werdém Parameter,
deren Werte zu séhtzen sind, recht willirlich a-priori-Verteilungen angenommen. Wir werdetsp
in verschiedenen Kontexten einen solchen Weg gehen. Hier wollen wizah#&chst die Willkir einer
a-priori-Verteilung vermeiden und verfolgen einen anderen Ansatz.

Der Maximume-Likelihood (ML)-Ansatz  kommt ohne a-priori-Verteilung der zu sifizenden Para-
meter aus. DeMaximum-Likelihood (ML)-S(Ehzer§ist der Wert fir 8, der die Daten raglichst wahr-
scheinlich werderésst:

6:= argmgxxWSQ(S = (S1y...,5n))-

Dabei bezeichnéiVsy die Wahrscheinlichkeit unter der Annahme, déster giltige Parameterwert ist.
Gesucht ist also die Maximalstelle der Likelihood-Funktign.. s, (0) := Wsp(S = (s1,...,5n)).
Wegen ¢ < b < loga < logb) kdnnen wir genauso gut auch die Maximalstelle der Log-Likelihood
logls, ... (0) suchen, was oft etwagbersichtlicher ist. Wir machen uns das aahst an einem etwas
einfacheren Beispiel Klar:

Beispiel: ML-Schatzung bei der Binomialverteilung Vonn = 1000 Positionen einer Sequenz seien

X = 20 mutiert. Unter der Annahme, dass alle Positionen uaably und mit der selben Mutations-
wahrscheinlichkeip mutieren, istX binomial-verteilt:

Wir berechnen nun den ML-Satrerp zu p:

p

= argmax log <<n>pk(1 — p)"k>
P k

= argmax log (pk(l — p)”_k)
p

p = argmax (Z)pk(l—p)”_'“

= argmax klogp+ (n — k)log(1l — p)
P
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Die Maximalstelle vonf(p) := klogp + (n — k)log(1 — p) finden wir, indem wir die Nullstelle der
Ableitung f'(p) = k/p— (n—k)/(1—p) suchen. Es giltalsb/p = (n—k)/(1—p), und damit erhalten
wir den ML-Sctatzer fir den Parameter der Binomialverteilung:

p=Fk/n

In obigem Beispiel scitzen wir alsg = 20/1000 = 0.02. Das erscheint irgendwie naheliegend. In der
Tat wird man oft festellen, dass die naheliegende, “naive” Art deaRaterschtzung gerade mit dem
ML-Schatzeruibereinstimmt.

Nun also zur ML-Schtzung defJbergangs- und Emmissions-W’keiten bei einem HMMaih die
versteckten Zugéinde X1, ..., X,, bekannt, so &nnten wir die Anzahl4,, der Ubergaingez — y fiir
z,y € Z und die AnzahlB,;, einesb € A aus einemr € Z zahlen und daniP,, unde,(b) daraus
sctatzen. Die log-Likelihood voA = (P, e, (b)), fUr die gegebenen Anzahlen ist:

log (Px,) + > Awylog(Pry)+ > Bulog(ex(h))
T,yeZ reZ,bec A
Ahnlich wie im obigen Beispiel edit man folgende ML-Schtzer:
= Agy —= By
Px’y N ZzGZ Az ex(b) N ZaGA Bia
Fur die Sclatzung vond = (Pyy, e, (b))sys Sind die Anzahlen(A,,, By)..» Suffizient Das heil3t,
sie enthalteniir diese Schtzung genauso vielitzliche Information wie die gesamte versteckte Kette
X1,..., X,

Ist umgekehrt) = (Pyy, e,(b))s 4.4 Zusatzlich zu den beobachteten Emmissioses: (s1, ..., sp)
bekannt, so kann man die AnzahleA,,, B,). .5 Schatzen. Es handelt sich dabei nicht um Parame-
ter sondern um zufallsaBhgige GoRRen. Daher e&pe der ML-Ansatz hier keinen Sinn. Statt dessen
schatzen wir die GdRen durch ihre bedingten Erwartungswerte. Um diese zu berecrerargnden wir

die Ergebnisse des Voasts-Rickwarts-Algorithmusf; () undb;(z):

n—1
Eo(Aay|S = (51,.-,8n) = > Wsp(X; =2, Xip1 =y[S = (51,...,5n))
=1

n—1

Z Wsy(X; =2, Xip1 =y,5 = (51,.--,5n))
2. W8 (S = (51, .- 5))

S fi@) - Py - ey(siv1) - bita(y)
Wsy(S = (s1,...,5n))

Eo(BulS = (s1,---,80)) = Y Ws(Xi=2|S = (s1,...,50))
{ilsi=b}
_ Z WSQ(XZ'ZZC,S:(Sl,...,Sn))
(i) Wsy(S = (81,---,8n)
. fi(@) - bi(x)
(ioeb) Wsy(S = (81,4 8n)
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(Man beachte dabei, dass diedBenr,,, e,(b), fi(z) undb;(x) von abrangen.)

Der Baum-Welch-Algorithmus (Baum, 1972): Starte mit irgendeiner groben &elingd, und ite-
riere mehrfach das Satzen vonA,,, und B,;, ausf) und das Scitzen vory ausA,, und B,;. Verwende
dabei jeweilsEg(Ay|S = (s1,...,50)) UNdEy(Byp|S = (s1,...,5,)) als Sclatzer vonA,, und By,

Wir werden sehen, dass es sich hierbei um einen Spezialfall destgtippdaximization (EM) Algo-
rithmus handelt und dass von Iteration zu Iteration die Likelihoodévsteigt.

Eine Alternative: Viterbi-Training  Hier werden nichtfy(A,,|S = (s1,...,sn)) UNdEg(By|S =
(s1,...,syn)) als Sclatzer tir A,,, und B;, verwendet sondern die Anzahlen, die im wahrscheinlichsten
Pfad beobachtet werden. Dieser kann mit dem Viterbi-Algorithmus beeteterden. Ein Problem ist,
dass es z.B.Ur gewisser,y € Z passieren kann, das$,, = 0 auf dem wahrscheinlichsten Pfad
gilt. Man sollte dies dann dennoch nicht als &@ung verwenden, da sonst in Zukunft alle Pfade, bei
denen einUbergangr — y erfolgt, ganzlich ausgeschlossen sind. Um dies zu vermeiden, kann man
statt der tatdchlichen Anzahlen auf dem wahrscheinlichsten Pfad etwa die um eidisterhAnzahlen

als Sclatzer nehmen. Viterbi-Training kann schneller sein, aber im AllgemeinenaistnrB/Nelch die
theoretisch besser bégrete losung.

Der Expectation-Maximization (EM) Algorithmus  (Dempster, Laird, Rubin, 1977) Gegeben sei ein
Paar voneinander stochastisch abgiger Zufallsvariablef.X, Y'), dessen Verteilung von einem unbe-
kannten Parametérablangt, sowie die Beobachtunyy = x. Die ZufallsvariableY” ist unbeobachtbar.
Gesucht ist der ML-Scitzerd fur den Parametet. Zu optimieren ist also

10) =Wsp(X =2) = > Ws(X =2,Y =y)

(Bei Zufallsvariabelen mit kontinuierlichen Wertebereichen ist die Summehdein Integral zu erset-
zen.) Der EM-Algorithmus konstruiert eine Folge, 6, .. ., die gegerﬁ konvergieren soll. Um von
einemé; zu6; 1 zu gelangen, betrachten wir die Funktion

0 — Q0|0;) :=Eg,(logWsg(X = 2,Y)|X = x) Zlog Ws(X =2,V =y))Wsy, (Y =y|X =2)

Durch Logarithmieren der Bayes-Formel erhalten wir:
logWsp(X =) =logWs(X =2,V =y) —logWs(Y = y|X = z)
Daraus folgt durch Multiplizieren miVsy, (Y = y|X = z) und Aufsummiereribery:

logWsp(X = 2) = Q(0]6,) — ZWS& =y|X =1z)-logWsy(Y = y|X = x)

Die Gleichung gilt nairlich auch dann, wenn wi, fur 6 einsetzen. Durch Subtrahieren dieses Spezial-
falls von obiger Gleichung erhalten wir:

Ws, (Y =y[X =2z

log Wsg(X = z)—log Wy, (X = 2) = Q(010,)—Q(0¢10,)+>_ Wsg, (Y = y|X = x)log

y Wsy(Y = y|X = z)
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Die Summe ist gerade die relative Entropie der beiden (bedingten) Verteilujvgl. Ewens, Grant,
2001, S. 45 f). Da relative Entropien immer positiv sind, siehe Anhangféldt;

log I(f) — log1(0;) = logWsp(X = z) — log Wsy, (X = z) > Q(0[6%) — Q(6:]61)
Wenn wir nund,; so wahlen, dass gilf(6;+1]0;) > Q(60:]0;), insbesondere also durch
Orr1 = arg max Q(016:),

so erreichen wir also, dass aukely [(6,4+1) > logi(6;) gilt. Da die Folge(log{(6;))¢=1,2,... monoton
steigt, nach oben aber durch 0 begctit ist, konvergiert sie. Die Hoffnung ist, dass der Limes das
globale Maximurriogl(@) ist, und damit(f;)¢—1 2 ... gegerﬁ konvergiert.

Der EM-Algorithmus besteht also aus der Iteration der folgenden beiclenitts:
E-Schritt: Berechn€)(.|6;)
M-Schritt: 0,1 := arg maxg Q(0(6;)

Der Grund ddir, dass diese Schritte meistens effizient durbHbar sind, liegt darin, dags(6|6;) ein
Erwartungswert ist, und das Rechnen mit Erwartungswerten ist meistgaaehm, was unter anderem
an der Linearit der Erwartung liegt.

Baum-Welch als Spezialfall von EM Die beobachteten ®Ren sind nurb = s = (s, ..., s,) und
die unbeobachtbaren sind die Zustle der versteckten Ketfé = (X7, ..., X,,). Wir erhalten also:
Q16,) = Z Wsy, (X =z|S =s) - logWs(X =z,5 = s)
TeEZN

= > Ws(X=a]S=s)- ( Y Bp(w,s)-logeyp(b)

TeZ™ yeZ beA

+ ) Auy(x)-log sz,9>

Y,2€Z

= ) Eg(BylS=s)loge,d) + Y Eg(AlS=s) logP.yyp
yeZ,bcA y,2EZ
(Wir schreiben hief als Index an die Emissions- utitbergangswahrscheinlichkeiten, um zu verdeutli-
chen, dass diese durétbestimmt sind. Ebenso schreiben wir die Arguméntes) und(x) zu B,;, bzw.
A, um zu verdeutlichen, dass sich diese Anzahlen auf die verstecktesKietie: die emittierte Folge
beziehen.)

Die letzte Zeile ist gerade das, was wir erhalten, wenn wir in die Foranedié log-Likelihood des
Parameter8, fur die Anzahl der Emissionen eingson einemy den WertEy, (B,,|S = s) und fur die
Anzahl derUbergange von Zustang zu Zustand: den WertEy, (A.,|S = s) einsetzen. Baum-Welch
wahlt,, 1 so, dass dieser Ausdruck maximiert wird, und EM tut genau dassele vde wir gesehen
haben, ist dieser Ausdruck ja gera@é|0;). Also ist Baum-Welch ein Spezialfall von EM. Damit folgt,
dass auch bei Baum-Welch die Folge 6, . . . konvergiert und die Likelihood dabei monoton steigt.
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2.5 Gene suchen mit HMMs
2.5.1 Gen-Suche bei Prokaryonten

Gene von Prokaryonten haben eine relativ einfache Struktur: Siersggimit einem Start-Kodon,
dann kommen Amindairen-kodierende Kodons, dann das Stopp-Kodon. Derartig [zauigee DNA-
Abschnitte werden als Open Reading Frames (ORFs) bezeichnet. NichR#He sind wirklich ein Gen.

erste Frage: Wie unterscheiden wir Gene von sonstigen ORFs?

Durbin et al. (1998) betrachten 6500 ORFs von E. Coli dénde> 100bp. Darunter sind 1100
bekannte Gene. 900 davon wurden verwendet, um ein Markoff-Mrnalétrainieren” (alsoUbergangs-
wahrscheinlichkeiten zu sateen), die restlichen 200, um dieses dann zu testen. Als Kriterium wurde
der log-Likelihoodquotien’. = log P;/ log Py verwendet. Dabei isP’; die Wahrscheinlichkeit der zu
Uberpiifenden Sequenz im trainierten Markoff-Modell uRglist inre Wahrscheinlichkeit im 0-Modell,
bei dem alle Positionen unadhgig geral3 der Basertufigkeiten mit Basen belegt werden.

Fur das Markoff-Modell wurden 3 Arggze ausprobiert:

1. Markoffkette auf den Positionen der DNA

2. Markoffkette zweiter Ordnung auf den Positionen der DNA (d.h. didrd&heinlichkeit einer
Base darf von ihren beiden linken Nachbarnéatden; dazu mehr imachsten Abschnitt.)

3. Markoffkette auf den 64 Kodons (als Basen-Tripel)

Wahrend die ersten beiden Axtge relativ erfolglos blieben, ergab der dritte Ansatz bei den meisten
der 200 bekannten Test-Genen ein@hdren Wertiir L als bei den meisten débrigen ORFs.

zweite Frage: Wie finden wir Gene?

Auf der Basis obiger Resultate kann man ein HMM-Modell konstruiereingdds® es einen inneren
Zustand gibt, derifr eine Position aul3erhalb der Gene steht und Base@lgelar Baserdufigkeiten
emittiert. Wir halten uns jeweils geometrisch lange in diesem Zustand auf (d.hnisgheiden jeweils
unablangig von der bisherigen Verweildauer, ob wir dort weiter bleiben) ywthgen dann in einen
Zustand, der ein Start-Kodon emittiert. Von dort aus beginnen wir mit dekdffkette genal’ P; bis
wir in einem Zustand sind, der dem Stopp-Kodon entspricht. Von dariggam wir wieder in den nicht-
Gen-Zustand usw..

Wir konnen dann auf der Basis dieses Modells z.B. mit dem Viterbi-Algorithmuistzeh, wo die
Gene liegen.

2.5.2 Markov-Ketten hoherer Ordnung

Eine Folge von Zufallsvariablei, Xo, . . . hei3tMarkoffketten-ter Ordnung falls fur alle k gilt:
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Ws(Xy = 2[Xp1 = 21, Xp—2 = Tp—2,..., X1 = 21)

= Ws(X) = 2| Xp—1 = 2p—1, Xp—2 = T2, ..., X = Tp—n)

D.h. X, darf von seinem linken Nachbarn akidmgen, ddiber hinaus aber nicht von Positionen, die
noch weiter links stehen.

Jede MarkoffketteX n-ter Ordnung auf kann man durch eine Markoffketfé auf 2" simulieren,
indem man folgend&bergangsdynamik &hlt:

WS(X; = (a1, ..., an)|Xic1 = (b1, ..., bn))
L WS()(Z = an\Xi_l =b,, X 0=bn_1,...,.Xi_n= b1> falls a = bk+1 furk <n
T 0 sonst

Lasst man die Markoffkette défi laufen und dscht man dann die Redundanz aus der Kette, indem man
von jedem)?i z.B. nur den letzten Eintrag notiert (in der Sprache der HMNsrike man auch sagen
“emittieren BRt"), so erflt man eine zullige Folge inZ, die der urspinglichen Markoffdynamik-ter
Ordnung folgt.

Eine andere Verallgemeinerung der Markoffketten, wie wir sie bishendwmgelernt haben, sind
die inhomogenerMarkoffketten, bei denen di&lbergangswahrscheinlichkeiten W§ = z|X; | =
y) von der Position; abrangen kann. Zum Beispieloknte bei Genen die Wahrscheinlichkeit eines
Basentyps nicht nur von dem oder den linken Nachbarn sondernvaumcter Position innerhalb des
Kodons abAngen, also vonmod 3.

Wir kdnnen insbesondere die in Abschnitt 2.5.1 betrachtete MarkoffketteealBasentripletts auch
als inhomogene Markoffkettedherer Ordnung auf den Basentypen auffassen oder auch aisckees
inhomogene Markoffkette auf einerdi$eren Menge von Zustden, die jeweils eine Base emittieren.

2.5.3 Gen-Suche bei Eukaryonten

Burge und Karlin (1997) verwenden in ihrer Software GENSCAN sagateHidden Semi-Markov-
Models(HSMMs), um Gene in Eukaryonten-DNA zu suchen. Die verschied@tschnitte eines Gens
werden als Bbcke modelliert; hier ein vereinfachtes Schema:

‘ Inter—Gen—Region‘
/ \

Promoter | [INTRON | PolyA |
i il T

| 5'UTR |~ EXON |-~ 3UTR |

Jeder dieser Bicke emittiert eine Sequenz. Dabei kommen z.B. bei Exons Markoffmodrifeef
Ordnung zum Einsatz. Die von dend@ken emittierten Teilsequenzen haben charakteristisahgdn-
verteilungen. Solchedngenverteilungen erfordern zum Teil spezielle algorithmisdisuhgen, die uns
hier zu weit fihren wirden. . .
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2.6 Paarweise Alignieren mit pairHMM

PairHMMs unterscheiden sich von gélanlichen HMMs dadurch, dass es nicht nur eine Sequenz von
Emissionen gibt sondern zwei. Die versteckten Zode knnen in eine von beiden oder beide emittie-
ren. Wir kbnnen das Alignieren von Sequenzpaaren in diesem Formalismus fBesgnenthalte die
MengeZ aul3erStart undEnde folgende Zusinde:

D: entspricht einer diagonalen Kante im Alignment-Graphen, also einem hoemRagar von Positio-
nen, und emittiert in beide Sequenzen, und zwar die Basar b mit Wahrscheinlichkeit,.

H: entspricht einer horizontalen Kante im Alignment-Graphen, also einem Gigy aweiten Sequenz;
emittiert in die erste Sequenz, und zwar die Baseit Wahrscheinlichkeity,..

V. entspricht einer vertikalen Kante im Alignment-Graphen, also einem Gaprierdeen Sequenz;
emittiert in die zweite Sequenz, und zwar die Basait Wahrscheinlichkeity,..

Eine Realisierung der versteckten Markoffkeleg, . . ., X,, entspricht einem Alignment ohne Basenbe-
legung. So entspricht z.B. die Realisierudigurt DD HH DV DDEnde dem Alignment

BBBBB_BB
BB__BBBB

Wenn wir verbieten, dass Gaps in der einen Sequenz direkt auf Gags anderen Sequenz folgen,
dann ldnnen wir uns auf folgenddberginge besckinken (mit den Beschriftungen der Pfeile als Wahr-
scheinlichkeiten):

Start - D T -~ Ende

2.6.1 Das wahrscheinlichste Alignment

Das wahrscheinlichste Alignmeritrfdie emittierten Sequenzen, . . . , a,, undby, . . ., b, kann man mit
einer adaptierten Version des Viterbi-Algorithmus berechnen:
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Viterbi-Algorithmus f Ur obige pairHMM

vp(0,0) =1
fur i=1,....,n:

vy (2,0) ==
fur 5=1,...,m:
v (0,5) =67 Thy a,
vp(0,7) =0
v (0,5) =
fur i=1,...,n;5=1,...,m

(1—26—7’ cop(i—1,7—1)
vp(i,j) = ‘max{¢ (1—e—7)-vg(i—1,j—1)
I—e—7)-op(i—1,7-1)
5 _
v (4, 7) == qa, - max op(i=1,7)
e-vy(i—1,7)
o- (Zaj - 1)
£ vv(m -1
vg := 7 -max(vp(n,m),vg(n,m),vy(n,m))

vy (i, J) = qp,; - max

vg Ist die Wahrscheinlichkeit des wahrscheinlichsten Pfadiesdie Eingabesequenzen. Um den
wahrscheinlichsten Pfad zu ermitteln, verfolgt man widich beginnend mivz die Argumente der
Maxima bisvp (0, 0) zuriick.

Wenn man diesen Algorithmus auf der logarithmischen Skala rechnet (wasaiigich tun sollte),
sieht das Ganze dem Needleman-Wunsch Algorithmus schorébkalich. Allerdings sollten die klas-
sischen Alignment-Scores ja log-Likelihoqabtientensein. Im Nenner stehen dabei die Likelihoods
unablangig erzeugter Sequenzen. Damiken wir — etwas lnstlich — auch durch ein pairHMM aus-

dricken:
”/f\ %—\
L2 n

Start T—n H 014_77 V ———|Ende

(J1-n (J1-m
Im Null-Modell unablangiger Sequenzen haben= a; ...a, undb = b, ...b,, die Wahrschein-
lichkeiten

n+m

I g 052 1 oy - (1 — 1)
Wir konnen demnactog (Py(a, b)/Po(a, b)) mit

eaib]’ + log 1-— 26 — T
QGinj (1 - 77)2

s(ai, bj) = log
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d(1l—e—1)
(I—n)(1—-26—71)

alszi’j s(ai, bj) — d - t{gapg — e - t{gap extensionsschreiben.
Also entspricht der Needleman-Wunsch-Algorithmus einer Variante daedbWAdgorithmus zur Be-
rechnung des optimalen log-Likelihoodquotienten-Alignment.

Ebenso wie der Viterbi-Algorithmusit sich auch der Vorarts-Rickwarts-Algorithmus auf pair-
HMMs Ubertragen. Somit kann man audir £in pairHMM fur gegebene Sequenzen die Wahrschein-
lichkeit berechnen, dass Positionemnd j homolog sind.

2.6.2 Alignment Sampling

Durch ein pairHMM werden den Alignments Wahrscheinlichkeiten zugewidesbesondere ist damit
auch (falls die Modellparameter gegeben sind) die bedingte Wahrschkgitieimes Alignmentsifr ein
gegebenes Sequenzpaas ai ...an, b = by ... b, definiert. Das wahrscheinlichste Alignment weist
besonders wenige Mutationen auf; es muss allerdings nicht das wahrmséelen Fllen hat das wahre
Alignment einige Mutationen mehr als das wahrscheinlichste. In diesem Strdasiszahrscheinlichste
Alignment also atypisch.

Als Alternative zur Ausgabe nur des wahrscheinlichsten Alignments bietetas, mehrere Ali-
gnments auszugeben, die jeweils eine hohe Wahrscheinlichkeit halmesjchnso ein Bild davon zu
machen, was so alles an Alignments in Frage kommt. Unser Ziel ist also nudeahbedingten Vertei-
lung der Alignmentsiir die gegebenen Daten zu samplen, d.h. wir suchen einen Algorithmusgier u
zufallige Alignments ausgibt, so dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Aligansgege-
ben wird, gerade dessen bedingter Wahrscheinlichkeit im pairHW\i& gegebenen Daten entspricht.

Dazu berechnen wir mit dem Vo#stsalgorithmus die Wertg, (i, 7) fur z € {D,H,V},i <
n,j < m, also die Wahrscheinlichkeit, dass die versteckte Markoffkette die 8egnéngea; ... a;,
b1 ...b; emittiert und dann im Zustandist. Die Rekursionsgleichungeifirff.(., .) lassen sich mit den
Ubergangs- und Emissionswahrscheinlichkeiteniititich hinschreiben, z.B. gilt:

fo(i,j) = [fpti—1,j—-1)-(1—-25—7)
+ fu(i-1j-1)-(1-e-71)
+ fvli—1,7-1)-(1—e—7)] eap,

Anders als bei den Alignment-Optimierungsalgorithmen entscheiden wir ums“Berickverfolgen”
nicht immer fir den Zustand, der derbbhsten Beitrag zum Wet, (i, j) des aktuellen Zustandsan
der Stelle(7, j) geliefert hat, sondern wir entscheiden unsalig. Dabei entsprechen die Wahrschein-
lichkeiten der nbglichen Zusinde ihren relativen Be#dgen zuf, (i, j). Ist z.B. bei(i + 1,5 + 1) der
ZustandD gewahlt worden, so dhlen wir fir (4, j) ebenfallsD mit Wahrscheinlichkeifp (i, j) - (1 —

2(5—7‘) '€ai+1bj+1/fD(Z'—|-1,j+1).
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Wir erhalten damit ein Alignment, d.h. eine Folgg, . . ., z,, € {D, H, V'}" gemal der Wahrschein-
lichkeit

Ws{X = (x1,...,zn, Ende)|Sequenzeh

Es qilt ramlich Folgendes, wobeiy (i, j) das Ereignis bezeichnet, da&y, ..., X, die Sequenzen
ai,...,a; undby, ..., b; emittiert:

Ws (3 Xk, = D, e (i, j) |36 Xk+1 = D, X2 = 212, X = 2n, €41 (0 + 1,5 + 1))
= Ws(IpXy = D, (i, j)[FuXp1 = D, epy1(i + 1,7 + 1))

Ws(3p Xy, = D, X1 =D, ep1 = (1 +1,j + 1))
Ws(FeXpt1 = D, e = (1 + 1,5 +1)))

fD(i7j) - Ppp - €a;11bj11

Entsprechendes folgiillig analog fir die anderen Zustanidlsergange.

2.6.3 Das akkurateste Alignment

Mit dem Vortwarts-Rickwarts-Algorithmus Bnnen wir die auf gegebene Sequenzen bedingte Wahr-
scheinlichkeit berechnen, dass die Positiohend j homolog sind. Wir bezeichnen diese Wahrschein-
lichkeit im Folgenden mith;;. Wenn wir davon ausgehen, dass das wahre Alignment Resultat eines
Zufallsprozesses geifl des pairHMM ist, &nnen wir uns fragen, was die erwartete Anzahl an Positio-
nen ist, an denen ein gegebenes Alignment mit dem wahren Aligniafbemeinstimmt. Diesen auf die
gegebenen Sequenzen bedingten Erwartungswert bezeichnen di Akkuratheitdes Alignments.

Das akkuratesteAlignment ist also das Alignment, welchgs, ) h;; maximiert, wobei(i, j) die
Menge der Paare homologer Positionen dutufi| die im jeweiligen Alignment gegeben sind. Das akku-
rateste Alignment finden wir wieder mit dynamischer Programmierung. Dazdisg die Akkuratheit
des akkuratesten Alignments der Sequerémagéa,,...,a; undby,...,b;. Es gilt dann die einfache
Rekursion

At —1,7 —1) + hyj
A(i,j) =max < A(i —1,7)
A(i,j—1)

Wir berechnen damit,,,,,, die Akkuratheit des akkuratesten Alignments der kompletten Sequenden un
ermitteln anschlieend das akkurateste Alignment, indem wirckwerfolgen, welche Positionspaare
zu A,..,, beigetragen haben.
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3 Multiples Alignment

Gegeben seien nunSequenzen

" = (27,...,2])

mit x; € A. Gesucht ist ein gemeinsames Alignmdintdiese Sequenzen.

3.1 Score-Schemataiir Multiple Alignments

Seim ein multiples Alignmentn,; dessen-te Spalte undn{ das Symbol in Spalteund Sequeng.

AACG__ TT_ _
Zum Beispiel irm =A___GCCTTA_ istms = C undm? = C.
A _GG__TTA G

Wir beschanken uns im Folgenden auf Score-Schemata der Brm) = G + > S(m;), wobei
G die Gaps bestraft (z.B. mit affiner Gap-Penalty) u#f{d) die Mismatches und Matches bestraft bzw.
belohnt.

Wenn das Alignment nicht einfadkhnlichkeiten sondern Homologien der Sequenzen darstellt, sollte
das Score-Schema den Stammbaum der Sequezgckbihtigen. Sinnvoll @re dann etwa die Summe
der Scores der Alignments entlang jeder Kante. Das ist jedoch meisterscheherig, da der Stamm-
baum in der Regel nicht bekannt ist und selbst wenn denése,wilrde ein Alignment der Sequenzen an
den Bhttern noch nicht die volle Informatiaiber die Sequenzen an den inneren Knoten und Alignments
beinhalten.

Mit ¢;, bezeichnen wir die Anzahl dere A in m; und es sei; = (¢iq)acA-

Der Entropie-Scorast dann definiert durch

Cia
S(m;) = — ; Cia lOg m.
Ein weiterer Scorelfr multiple Alignments ist der Summe-aller-Paare(SP)-Score mit
S(m;) == Z s(mk, mh).
k<l
Dabei ists(m~, mé.) die Match/Mismatch-Penalty eines paarweisen Alignment-Score-Schenwst-als
wa entsprechend einer PAM- oder BLOSUM-Matrix.

Stehen also in einer Spalte zweund zweiG, so betéagt der Score(A, A) + s(G,G) + 4 - s(A,G).
Stehen hingegen in der Spalte deeind nur einGin der Spalte, ist der Scofe- s(A,A) + 3 - s(A,G).
Wie gut der Unterschied motiviert ist, ist nicht ganz klar. Beide Spaltemten mit nur einer Transition
erklart werden.
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3.2 Multiples Alignment mit Dynamischer Programmierung

Im Prinzip kann man auch optimale multiple Alignments bei affiner Gap-Strafe mardischer Pro-

-----

wl...xp, xt.ad, .2 ..zl . Wir beschanken uns hier auf lineare Gap-Penalty. Dann sieht die

AR c Vit

Rekursion zur Berechnung vdn so aus:

F;

Tyeenin

1 n
= max F; —O1yeeeyin—0n + S (51x- oo, Opah
{(51,...,5n)\51+...+5n>o}{ HToet (0124, 0n7, )}

Dabeiistfirz € AU {_}:

_ far 6;,=0
In jedem Schritt muss alditber2™ — 1 mogliche Werte maximiert werden. Damit ist die Laufzeit expo-
nentiell in der Anzahl der Sequenzen.

m:{ ¢ fur 6 =1

3.2.1 Bei SP-Scores Zeit sparen: MSA

Carillo und Lipman (1988) zeigen, dass man bei der Berechnung des tptimailtiplen SP-Score-
Alignments mit dynamischer Programmierung nicht alle Wéite ;. berechnen muss.

Ist m ein multiples Alignment, so seh*! das darin enthaltene Alignment der Sequenz&mund
z!. Es gilt alsoS(m) = >, _, S(mk!). Es seim das optimale multiple Alignment. Ist der Score
irgendeines anderen multiplen Alignments, man denke an ein schon rechitdpgedurch eine schnelle
Heuristik gefunden wurde, so gilt klarerweise< S(m). Ebenso trivial ist, dassif das beste paarweise
Alignmentm* der Sequenzen® undz! die UngleichungS(m*!) < S(m*!) gilt. Damit erhalten wir:

B<YS(mY) < S(mM) — S(ml) +> S(m¥)
i<j 1<Jj
Daraus folgt:
SmM) > B+ S(mk) = > S(mid) =: g
i<j

Der MSA-Algortihmus von Carillo und Lipman ist nun:

e Berechnes*! fur jedes Sequenzpaar”, ).

e Berechneiir jedes Sequenzpaér®, z!) die MengeB* der Positionspaar@, j), fir die das be-
ste Alignment durck{i, j) mindestens Scorg*’ hat. (Das geht mit einer “Viterbi-Variante” des
Vorwarts-Rickwarts-Algorithmus in ZeitD(L?).)

e Berechne dant;, ;, . ;, furalle(iy,io,...,,), fur die (i, i) € B¥! fur alle enthaltenen Paare
(ix, 1) gilt. (Alle anderen spielen keine Rolle.)

Die Rechenzeit des letzten Schrittes bleibt im Allgemeinen exponentiell in deaAider Sequenzen,
aber man kann auf diese Weise einen nicht unbedeutenden Faktoremsfeanschaulicht wird diese
Idee in einer Abbildung in Durbin et al. (1998) auf Seite 144. MSA soll bigae7 Protein-Sequenzen
praktikabel sein.
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3.3

Progressives Alignment (CLUSTALW)

Der Ansatz, Multiples Alignment progressiv zu betreiben, besteht danmgchst zwei Sequenzen zu
alignieren, dann eine dritte gegen das gefundene Alignment zu aligniedesouveiter...

Das bekannteste progressiv alignierende Programm ist CLUSTALWe Sibompson, Higgins und
Gibson (1994). Die groben Teilschritte von CLUSTALW sind:

1.

2.

Aligniere jedes Paar von Sequenzen mittels dynamischer Programmierung.

Weise jedem alignierten Paar eine evolutienDistanz zu.

. Konstruiere aus den Distanzen einen phylogenetischen Baum degr&en mittels Neighbour-

Joining (siehe Abschnitt 4.1.2).

. Aligniere lAngs des Baumes die Sequenz-Paare, Sequenz/Profil-Paare filHdd@re (siehe Ab-

schnitt 3.4).

CLUSTALW ist recht schnell und liefert ansehnliche Ergebnisse, wasdurch folgende “Tricks” er-
reicht wird:

Verwendet werden SP-Scorés flie Profil-Alignments, die so gewichtet werden, dass groR3e Teil-
familien sehrahnlicher Sequenzen keindbhernmafig groRen Einfluss haben.

Substitutionsmatrizen werden je nach erwartétenlichkeit der Sequenzen flexibel ausgdt.

Gap-Penalties sind bei Protein-Sequenzen strenger in hydropheb@nBn und milder in hydro-
philen.

Gap-Penalties werden diiht, falls an anderen, aber benachbarten Positionen Gaps auftraten. D
mit werden Alignments zgzlich bevorzugt, die Gapsdaglichst an dieselbe Stelle bringen.

Der verwendete Baum kann automatischavetert werden, falls ein Profil-Alignment einen sehr
schlechten Score erbringt.

Natirlich ist CLUSTALW problematisch, wenn aus dem multiplen Alignment letztlich éiyiggene-
tischer Baum geséttizt werden soll. Es besteht dann die Gefahr einer gewissen Bias zwaneketen
Neighbour-Joining-Baum. Auf Arggze, multiple Alignments und phylogenetischauBne simultan zu
schatzen, werden wir in Abschnitt 4.7 noch einmal kurzimkkommen.

3.4

ProfiHMM-Training

Mit einem ProfilHMM kann maniir eine Grupppe von Sequenzen modellieren, welche Positionen ty-
pischerweise mit bestimmten Basen besetzt sind und welche Basen daorstensauch noch toleriert
werden, welche Positionen bei einigen Sequenzen fehlen und wo ehgafigt werden kann, was nicht
typisch ir diese Gruppe von Sequenzen ist.
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Die versteckte Markoffkette eines ProfilHMM bewegt sich durch folgengerichteten Graphen:

D, Do D; —— - a

g@ 7 T, N oo ‘®
| \ \ / N\

Start M M, M;—~ _—_——— —=M Ende

Die Zustinde M; stehen {fir die Positionen einer Konsensus-Sequenz der betrachteten Seiuenz
Die Zustindel; in der mittleren Zeile stehetif Positionen, die nur in einzelnen Sequenzen vorkommen,
aber nicht@ir die Sequenz-Gruppe typisch sind. Die ZusteD; in der oberen Zeile werden durchlaufen,
wenn in einer Sequenz Positionen fehlen, die in der Konsensus-Segursommen.

Die Modellvorstellung ist also, dass eine zu dieser Gruppémugd Sequenz dadurch erzeugt wird,
dass die versteckte Markoffkette von Start bis Erldtiund dabei ZugindeM; und I; Aminosauren
bzw. Basen emittieren. Die entsprechenden Emissionswahrscheinlichkeizeithnen wir mit,, (.)
undey,(.). Die Ubergangswahrscheinlichkeiten bezeichnen wirRiitas,.. ., Pas,p, 1+ Pri1; €tC...

3.4.1 Alignment einer Sequenz gegen ein Profil

Wir kdnnen nun etwa eine neue Sequenz z; ...x, gegen das Profil einer Gruppe von Sequenzen
alignieren, indem wir den Viterbi-Algorithmus auf ProfilHMM#ertragen. Sei daziA}X(i) der Loga-
rithmus aus dem Quotienten der Wahrscheinlichkeit des besten Piadgs f. x; im Teil-ProfiHMM

bis zur Spalte der Zuahde)/;, I; und D;, wobei der Pfad im Zustand ; enden muss, und der Wahr-
scheinlichkeit der Teilsequenz im Nullmodell, bei dem alle Postionen @madip voneinander geif
den Basen- bzw. Amin@sirefaufigkeiten;. zusammengiwfelt wurden. Die Rekursionsgleichungen zur
Berechnung voiv(.) lassen sich leicht hinschreiben, z.B. gilt:

VM, (i = 1) +log Py,
+max ¢ V2, (i—1)+log Pp,_,um,

X .
VE (i —1) +log Pr,_,u,

em; (i)

M\ _
Vi (i) = log

Wir kdnnen also/ und damit das optimale Alignment der Sequangegen ein ProfiHMM, dessen
Ubergangs- und Emissionswahrscheinlichkeiten bekannt sind, ifDZeit) berechnen.

3.4.2 ProfilHMM-Training mit unalignierten Sequenzen

Gegeben seien unalignierte Sequenzen, die in einem biologischen Sirneeaifser Gruppe genig
aufgefasst werden. Wie sollte man daiindin ProfilHMM der Langem die Ubergangs- und Emissions-
wahrscheinlichkeiten sézen? (kr m wahlen wir etwa die durchschnittlichéabhge der Sequenzen.)
Naheliegend ist, das Baum-Welch-Training oder das Viterbi-Training afi RMMs zu Uibertragen,
was auch ganz direkt geht. Eine Besonderheit bei ProfilHMMs ist afigsddass sehr viele Parameter
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zu sclatzen sind, die wir als einen Vektér= (P:(.),e.(.)) in einem sehr hochdimensionalen Raum
zusammenfasserdoknen. In hochdimensionaleraBmen ist viel Platzifr lokale Optima. Daher ist bei
ProfilHMMs an Optimierungsalgorithmen zu denken, die nicht nur gierig opteniesondern auch die
Chance haben, lokale Optima zu verlassen. Ein solcher Algorithm8gistdated Annealing

Die Idee des Simulated Annealing kommt aus der Physik. Hat eine Konfigurat@nes physi-
kalischen Systems eine Enerdi#z) und wird die Konfiguration des Systems durch eine Temperatur
T etwas durcheinander gebracht, so entspricht in gewissen Modellenatiestlieinlichkeit(sdichte),
dass das System gerade im Zustani$t, der Gibbs-Boltzmann-Wahrscheinlichkeit(sdichi&)x) =
eE(x)/T/z, wobeiz lediglich eine Normierungskonstante ist, dieittagorgt, dass die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten (bzw. das Integriéber die Dichten) den Wert 1 annimmt. Je niedriger die Temperatur
ist, desto @her ist das System am energetischen Optimum. Es gibt physikalische Systiwmgewisse
Kristall-Strukturen, die nur dann in den Bereich des energetischen Optikammaen, wenn sie langsam
von einer hohen zu einer niedrigen Temperatur abktkverden.

Das Prinzip des Simulated Annealin@skt sich auf viele Optimierungsprobleme anwenden, etwa
folgendermalRen auf die Suche nach den optimalen Parandetéres ProfilHMMs iir eine Gruppe von
Sequenzen:

Wahle zu Beginn eine “simulierte Temperatdis und einen vodufigen Parametervekt@s. Wahle
dannfir: = 0,1,... jeweils in der Nahe vory; einen Kandidated’ furr 6;, 1 und akzeptiere diesen mit
Wahrscheinlichkeit

min {1, (Py/Py,) "/},

wobei Py die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein ProfilHMM mit Parametervekidie beobachteten Daten
emittiert, die sich mit dem Vorértsalgorithmus berechneasist. Bei nicht-Akzeptanz setég, | := 6;.
Dabei Bsst marf; (vorsichtig) gegen 0 konvergiereruffi — oc). Wenn alles gut geht, konvergiert dann
0; gegen@.

Viterbi-Training mit Simulated Annealing Bei dieser von Eddy (1995) vorgeschlagenen Variante
des Viterbi-Trainings wird nicht jeweils der wahrscheinlichste Pfad ddeshProfilHMM-Graphen zur
nachsten lteration der Parametei@zung verwendet, sondern ein allijer Pfadz;, der mit Wahr-

scheinlichkeit
Wsy, (z;, Daten!/7:

>, Wsy, (2, Daten /7

aus allen mglichen Pfaden ausgé@hlt wird. Dies ist algorithmisch effizient machbar, indem beim
Vorwartsalgorithmus statt der aktuellen Paraméte= (P _;(.),e. ;(.)) die mit1/T; potenzierten Pa-
rameter(P._;(.)"/7 e ;(.)Y/T) verwendet werden und man beim Ziakverfolgen des Pfades jeweils
zufallig genmaa3 der Beitage der eingehenden Kanten entscheilatijch wie beim Alignment-Sampling,
vgl. Abschnitt 2.6.2). Man mache sich klar, dass man damigthigch den Pfad; mit der angestrebten
Wabhrscheinlichkeit erdt!

Wie beim Viterbi-Trainingiiblich, werden didJbergangs- und Emissions-Wahrscheinlichkeiten aus
dem jeweils aktuellen Pfad jeder Iteration geszh Wie beim Simulated Annealirighblich, lassen wir

54



T; gegen 0 gehen.

4 Phylogenetische Bume und Modelle der Sequenzevolution

4.1 Distanzbasierte Phylogenies@izung

Gegebenist eine MengeS = {sy, s2,...,s,} (z.B. von Sequenzen, Arten, Individuen, ...) und eine
Distanzmatrix(d;;)ij<n, d.h. es gilt @ir alles, j, k < n:

dij = dji, dij + dji, > di,  (Dreiecksungleichung) i=j&d;; =0

d;; ist der (evtl. gesciitzte) Abstand zwisches) unds;.

Gesucht:ein birarer Baum, dessen &ter mitsq, so, . . . , s, und dessen Kanten miingeny, lo, ..., I, €
R~ beschriftet sind, so dass die Alistle der Knoten im Baumoglichst gutmit dend;; Gbereinstim-
men.

52 83

S1

la
ly
s5

S4

4.1.1 Ein Cluster-Verfahren: UPGMA

Cluster sind Teilmengen vofi. Hierarchische Clusterverfahren beginnen mit den einelementigen Clu-
stern und vereinigen schrittweise die Cluster minimaler Distanz. Clustervenfahterscheiden sich vor
allem darin, wie Distanzen zwischen mehrelementigen Clustern definierBaighiele sind:

single linkage: d(C,C") = ming,cc s;ccr dij
complete linkage: d(C, C") = max,,cc,s;ecr diy
means: d(C, C") = mittlere Distanz der Elemente vanundC’.
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UPGMA (Sokal & Michener, 1985) ist ein “means”-ClusterverfahldRGMA steht fir Unweighted
Pairwise GroupingM ethod usingArithmetic means.

furi <nseiC; :={s;}
C:= {(717'--,(jn}
m = n wiederhole

e m:=m-+1

e SucheC;, C; € C mit minimalemd;; > 0

Com = C; LJCE

C:=CU{Cn}\{C;,C;}

Fur alleCy, € C setze

1
digm = dmk ‘= —=———=— d
" " |Ck‘ : |Cm| SZGC%ECW "

bisC, = {s1,...,8n}

Beispiel fir UPGMA Distanzen entsprechen euklidischen MApsten auf linker Seite

S1
S4

83

59 S5
S1 52 53 S4 S5

UPGMA wird folgendermaf3en Clustern:

S5 S92 S1 S4 S3

Wahle Asthngen entsprechend der Alastle der Cluster.
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Wann findet UPGMA den richtigen Baum? Ideale Situation:

| Angenommen die Distanzdid;; } sind exakt zu einem Baum kom-
patibel, der die Eigenschaft der molekularen Uhiikifd.h. alle
Blatter sind gleich weit von einer Wurzel entfernt.

Dann gilt

d13 = d1g4 = dag = daa

1
=53 (d13 + d1g + da3 + dog) = di3

UPGMA behandelt also jedes Cluster wie ein Blatt und weist genau die Déstang die die in den
Clustern enthaltenen Biter tat&chlich haben.

Wir sehen alsotnter der Annahme der molekularen Uhr wird UPGMA den exakt passerden

Baum finden, falls er existiert.

Kann man bereits den Distanzen ansehen, ob sie mit einem Baum mit molekitarezrtiaglich
sind?
Lemma SeiD eine Distanz-Matrixdr (sq, .. ., s, ). Dann sindaquivalent:

(a) Es gibt einen Baum, der die molekulare-Uhr-Eigenschaft hat, unceddistter die inD gegebenen
Distanzen haben (als Summen der dazwischenliegenden Kamgenl).

(b) D ist ultrametrisch, d.h. es gilt
VijkJielijky @ dik < dij = dig

Beweis: (a)=(b): Seih der jungste gemeinsame Vorfahr vén; und k, und sei oBdAd;;, das Mi-
nimum von{d,;, d;x, d;; }. Also sindj und k direkte Nachbarn. Aus der molekularen Uhr Eigenschaft
folgt, dassi, j undk alle die selbe Distanz ziwhaben. Dann hatsowohl zuj als auch zu die doppelte
Distanz wie zuh. Also gilt d;; = d;z.

(b)=-(a): Induktionubern: Angenommen der Baum kaniirfieweils tochstens: Taxa(si, ..., sp)
rekonstruiert werden. Jetzt seient 1 Taxa(si, ..., sn,+1) gegeben und es seiéf, und S der linke
und der rechte Teilbaum des Teilbaurtis sy, . . ., s,,). (Was rechts und was links ist, ist hier beliebig.

Jedenfalls unterteilen wir den Baum an der Wurzel.)sSei S; undy € Sgi. Wir unterscheiden drei
Falle:

erster Falld(sp+1, %) = d(sp+1,Y)

Wegen der Ultrametrik-Eigenschaft gilts, 1, s;) = d(sn41, ) fir alles; mit i < n (Ubung?).
Also erhalten wir einen Baum, der die molekulare Uhr Eigenschaitlgihdem wir an den Baum
fur(s1,..., s,) eine neue Wurzel im Abstarid(s,,+1, x)—d(z, y))/2 anfangen und dort das neue
Blatt s,,+1 an eine Kante derdanged(s,,+1, )/2.

57



zweiter Fall:d(sp+1,z) < d(sp+1,y) = d(z,y)
Dann giltd(s,+1, ) < d(x, z) = d(sp+1, 2) fur allez € Sg.

Fallsd(sp+1,2) = d(sp+1,u) fur allew € Sp gilt, hangen wirs,, 1 an eine Kante der &nge
d(sn+1,7)/2 zwischenSy, und die Wurzel, und zwat(s,1, z)/2 von den Béttern inSy, entfernt.
Wir erhalten so den passenden Baum.

Falls hingegen einc € Sy mit d(sp4+1,2) # d(sp+1,u) In Sp existiert, kanns, 1 nach In-
duktionsannahme in den Teilbauff;, eingefigt werden und das Ergebnis idif weiterhin die
molekulare Uhr Eigenschaft. DHs,+1, z) = d(z, z) fur allez € Sg gilt, stimmen die Distanzen
im ganzen Baum.

dritter Fall: d(sn+1,y) < d(sp+1,2) = d(z,y)

Analog zum zweiten Fall.

g

Wann findet UPGMA nicht den richtigen Baum? Wir betrachten als Beispiel den folgenden Baum:

d12 — 3 d23 — 6

di3 =5 dogy =5

diy =6 d3s =9

Was wuerde UPGMA tun? Esiwde zuerst; undss vereinigen und damit sofort in die Irre laufen!

Frage: Gibt es einen Algorithmus, der einen exakt passenden Bauen fiictet? Antwort: Ja, sofern
ein solcher Baum existiert; Siehachster Abschnitt.

4.1.2 Neighbour Joining (Saitou & Nei, 1987)

Idee: Verwende gewichtete Distanzen

. 1 n—1 —
Dij = dij—(Ti—i—Tj), mit »r;, = n—2§dik = - -d;.
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S4

52

S5

Neighbour Joining Algorithmus ~ Eingabel” = {s1, ..., s, } mit Distanzend;;); j<n

NeighbourJoinindl():

fertig fallsn =1

berechne alleD;;

finde inT" die Knotens; unds; mit minimalemD,;

definiere inneren Knotek it V,, : diym, := & (din, + djm — dij)

NeighbourJoining{k} U T \ {s;, s;})

Sm

Sj

Satz (Neighbour-Joining-Theorem, Studier & Keppler, 1988):Falls ein Baum existiert, dessen
Blatter{s; };<, exakt die Distanzeld;;); j<» haben (als Summen der Kanténgen), wirdNeighbour
Joiningdiesen Baum finden.

Beweis:Zu zeigen ist, dassund j Nachbarn sind, falld;; minimal ist. Wir beweisen dies durch
Widerspruch. Seien alsaindj nichtNachbarn. Es gibt also mindestens zwei benachbarte innere Knoten
k und!l zwischenj undi. k sei der, der @&her ary liegt. L, seien die Batter am Teilbaum, der durdh
voni undj getrennt wird, und,; die Blatter des entsprechenden Teilbaumek @BdA sei|Lx| < |L;].

Die Menge aller Bhtter seil und es sel. := L\ ({7, j} U Ly U L;). Wir beschénken uns auf den Fall
|Li| > 1. Der Fall|L;| = 1 wird in einerUbung behandeltz undn seien benachbarte Knoten in,
undp sei der innere Knoten zwischen ihnen.
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Da die Distanzen die Summen der Kantgen sind, giltl;, + d;, = d;; + 2dy,, undd,,, + dyny =
dymn + 2d,,. Daraus folgt:

diy + djy - dmy - dny = dij + 2dky - dey — dmn-
Analog gilt fur allez € L;:
diz + dj - dmz - dnz = dij - dmn - dek - 2dlk

Nach Definition derD _ gilt:

1
Dij - Dmn = dij - dmn - m (zu: dzu + dju - dmu - dnu)

Wegen obiger Gleichung gilt aber:

Z dzu + dju - dmu - dnu = Z diy + djy - dmy - dny + Z dzz + djz - dmz - dnz
u yeLy zeL

+di; + dij — dmi — dpi + dij + djj — dmj — dpj + (Z iy, + djy — dpu — dnu)
u€L¢

= | Y dij+2diy — 2dpy — donn | + | D dij — drn — 2dpi — 2di
yELk ZGLZ

+2dZ] - dmz - dm - dmj - dnj + <Z dij - dmn + 2duv - 2dpu>

u€L,
= (N =2)(dij = dmn) + | D (2dry — 2dp) | = | D (2 + 2du)
yELy zeL,
—ddy — 2lin —2 Y dpy
uEL,
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Daraus folgt:

(EyeLk 2dpy — 2dky> + (ZzELl 2dp + 2dlk> + (ZUELC dev) + 4dip + 2dimn
N -2

Wegend,,, — di, > —d, folgt daraus:

Dij — Dmn > 2dpk(’Ll‘ — ‘LM)/(N — 2) >0

Also kannD;; nicht minimal sein. O

Problem: Meistens sind die Distanzen mit keinem Baum \&gtich (z.B. weil es nur mehr oder we-
niger ungenaue Sékrungen sind). Dann kann uns das Neighbour-Joining-Theorelmméetd wirklich
helfen.

Oft sind dann Verfahren erfolgreicher, dieehr Informationerals nur die ungeéfhren Distanzen
ausnutzen!

4.2 Parsimonische Baumrekonstruktion

Gegeben:n homologe Sequenzen, z.B. DNA oder Proteine

1 _ 1 ,..1 1
xr = 131,1'2, ,ZEm

2 2 2 2
xr = fﬂl,fL’Q, ,.Im

n __ n o.n n
xr = J,'l,.’,Uz, , L

z.B.n=4:
Seql GCAGGGTAC
Seq2 GCAGGGAAC
Seq3 GCTGGCAAC
Seqg4 GCAGGCAAC

Gesucht: Stammbaum, der mit églichst wenigen Substitutionen auskommt, mit anderen Worten:
Welcher Baum ist der parsimonischste?

Wir kdnnen uns auf die segregierenden Sites bés&len, d. h. auf die Spalten, in denen mindestens
zwei verschieden Basen (bzw. Amirgasen) stehen.
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AGT AGA AGT TCA
Seql Seq2 Seql Seq:
Seq3 Seq4 Seq2 Seq¢
TCA ACA AGA ACA
AGT AGA
Seql Seq2
Seq4 Seq3
ACA TCA
Welcher Baum ist der parsimonischste? Derda
AGT AGA AGT TCA
Seql 2 1 Seq2 Seql 1 Seqt
AC ACA AG ACA
1
Seq3 Seq4 Seq2 Seq¢
TCA ACA AGA ACA
AGT AGA
Seql 2 1 Seq2
AC ACA
1
Seq4 Seq3
ACA TCA

Gegeben:Baum (oBdA mit Wurzel), dessen &ter mit Sequenzen beschriftet sind.
Gesucht: Mindestanzahl andtigen Substitutionen

4.2.1 Algorithmus von Fitch (1971)

Idee: Beschrifte jeden Knoteh mit Menge M, aller Beschriftungen, die optimal parsimoniscin den
datiberliegenden Teilbaumaven. (dynamische Programmierung!)
A G A T
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(A G} (AT}
0
{A}

Algorithmus von Fitch, formal:
Fuhre folgende Schrittdif jede Position aus:
C:=0
Fur jedes Blatb mit Beschriftunge setze)M;, := {z}
Gehe “von oben nach unten” alle Knotemit Kinderni, 5 durch und setze:
Falls M; N M; = 0:

] MkI:MiUMj
e C:=C+1

Sonst:Mj, := M; N M;

4.2.2 Gewichtete Parsimonie

Jede Substitution vom € A nachb € A kostetS(a, b).

gegebenein gewurzelter Baum mit Sequenzen an deattgtn

gesucht:Gesamtkosten bei optimaler Belegung der inneren Knoten.

Strategie: Berechne mit Dynamischer Programmieruiig jede Position und jeden Knoténund
jedesa € A die Mindestkosterby(a) fur die Belegung des ausherauswachsenden Teilbaums unter
der Annahme, dass bkiein a steht.

Fur Blatterk, an denen an der entsprechenden Position steht, istSy(a) = 0 und.S(b) = oo flr
b # a. FUr innere Knoterk mit Nachkommeri undj gilt:

Sk(a) = min(S(a,b) + S;(b)) + mi;‘l(S(a, c) + Sj(c))

beA ce

Dieser Wert kann mit dynamischer Programmierung ausgehend von d#erBlbis hin zur Wurzet
berechnet werden. Das Ergebnis ist dafin,c 4 S, (a).

4.2.3 Das Problem der perfekten Parsimonie

gegeben:n homologe Sequenzen deiahgem. An jeder Position kommen 1 oder 2 verschiedene
Zustnde vor.

gesucht:Gibt es einen perfekt parsimonischen Baum, d.h. einen in defjede Position fichstens
eine Substitution vorkommt?
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Idee: Jede Kante des Baumes entspricht genau einem “Split*--~,
der Menge der Bltter L in zwei Teilemengem und B, das heil3t )
L =AU BundAn B = (. Positionen, an denen 2 verschiederﬁe
Zustnde auftreten, definieren einen Split. !

Also: Unterteile die Menge der Btter nach und nactiif jede ‘
segregierende Position weiter auf, bis ein Widerspruch auftritt e
oder eben nicht.

—
TN
.

Lemma: Ein Widerspruch tritt genau dann auf, wenn zwei Splitsinit¢ AU B = C' U D existieren,
sodassANC,AND,BNCundBnN D alle # () sind.

Beweis: Wenn eine Kantd. in A und B trennt, so kann offensichtlich jede weitere Kante Aunder
B weiter unterteilen. Deswegen gil&=". Fur die umgekehrte Richtung=" tiberlege man sich, dass
beim iterativen Einigen von Kanten die Menge derdler nach und nach feiner partitioniert wird. Ein
Widerspruch kann nur dann auftreten, wenn ein Spkt AU B mehr als eine der in der aktuellen Parti-
tionierung enthaltenen Mengen betrifft. Betrifft er zwei Mengen und kare der dazwischen liegenden
Kanten von einer Partitionierung = C' U D, bedeutet das gerade, dass die vier Schnittmedgerd,
AND,BNCundBnN D alle# ( sind.

O

4.2.4 Das verallgemeinerte Problem der perfekten Parsimonie

gegebenn homologe Sequenzen dedhgem. An jeder Position kommen bis zwerschiedene Zuahde
VOr.

gesucht: Gibt es einen perfekt parsimonischen Baum, d.h. einen, in dem an jedgioRaveder
Ruckmutationen noch zwei Substitutionen zum selben Symbol vorkommen?

Komplexitat: Fallsr grof werden darf, ist dieses Problem NP-vélfstig.

Aber: Fur jedes feste € N existieren Polynomialzeitalgorithmen.

4.2.5 Das Problem der maximalen Parsimonie

gegeben: n homologe Sequenzen deéihgem. An jeder Position kommen 1 oder 2 verschiedene
Zustande vor.

gesucht: ein Baum, der die minimale Anzahl an Substitutionen braucht

Komplexitat: NP-vollséndig

Aber: Immerhin gibt es einen Algorithmus, der einen Baum liefert, der mit wenigeeatsRoppel-
ten der Mindestanzahl auskommtiridie Praxis relevanter sind jedoch heuristiscidsungsverfahren.

Exakte Losung ir wenige Sequenzen: Branch & Bound: Wir Uberlegen uns zudthst, wie wir alle
Baume aufahlen lbnnen. Dazu kodieren wir die ungewurzelteautne mitn > 3 Blatternxy, ..., z,
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durch[is][is][i7] . . . [i2n—5] Miti, € {1,..., k}. Einen solchen Ausdrudkbersetzt man folgendermafen
in einen Baum:

e Starte mit dem dreilktrigen Baum, bei dem die 8fter mitzq, 22, z3 und die dazugedirigen
Kanten mit 1,2,3 beschriftet sind.

e Wiederholet@irj =4,...,n:

- k:=2-5
— Fuge Kante mit Blattr; an Kantei;, ein.

— Nenne den neuen Teil der Kanife der raher aneq liegt £ + 1 und die neue Kantg + 2.

Beispiel: [3][2][7] steht fir:

xT9 T3

Offensichtlich ARt sich umgekehrt jeder Baum mit Blattbeschriftunggn. . , x,, als Zahlenfolge schrei-
ben. Mit Hilfe dieser Kodierung&nnen wir nun die Bume aufahlen, indem witis][is][i7] . . . [2n — 5]

im Stile eines Kilometerahlers alle erlaubten Werte durchlaufen lassen. Wir starten dabjei fjif0] . . . [0].
Nullen am Ende bedeuten dabei, dass die entsprechenden Taxa rdh dien Baum eingéigt wur-
den. “Zahlersénde”, bei denen Nullen links von Nicht-Nullen stehen, werdbarsprungen. ii¥ jeden
“Z ahlerstand” bzw. Baum berechnen wir den Parsimonie-Score. Wir marieeden Scor€' des bisher
parsimonischsten Baums. Diese Vorgehensweise gestattet uns nicdenuRaum der Bume halb-
wegsubersichtlich darzustellen, sondern legt auch eirighthkeit nahe, wie wir die Suche batht-
lich abkirzen ldonnen: Wenn der Score Ziy] . .. [i,,][0] . . . [0] bereits goRer alsC ist, brauchen wir
die Moglichkeiten, digibrigen Taxa einziifgen (d.h. die Nullen durch Nicht-Nullen zu ersetzen) nicht
durchzugehen unddanen statt dessen glei¢h um 1 erldhen.

heuristische Methoden Man beginnt mit irgendeinem Baum und versucht, ihn durch kleinandse-
rungen (etwa das sogenanbi@nch swapping nach und nach zu verbessern. Die Hoffnung ist, somit
den optimalen Baum zu finden. Das wesentliche Problem ist aber die Gefakalen Optima hngen

zu bleiben. Die Verfahren unterscheiden sich in derakderungen, diglf den jeweils aktuellen Baum
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in Betracht gezogen werden. Um einen ersten Baum zu bekommen, lktetepwise additionan, das
heil3t man beginnt mit 3 Taxa uniddgt nach und nach alle weiteren Taxa hinzu, indem eine Kante durch
einen neuen Knoten unterteilt und an den neuen Knoten eine neue Kgefégwird, die zu dem neu-

en Blatt Tihrt. BeZiglich der Eingabe-Reihenfolge der Taxa gibt es verschiedene Yamian B. kann
man jeweils das Taxon alsiohstes nehmen, das di@BteAhnlichkeit zu den bisherigen hat.

Fur das branch swapping gibt es wiederum mehrebglMhkeiten. Eine ishearest neighbour in-
terchange Dabei wird ein Paar benachbarteiaBer zufillig ausgevithlt und probiert, ob man zu einem
besseren Score kommt, indem man ihre Verwandtschaft zum Rest dewe8@udert. Dazu hat man
jeweils drei Moglichkeiten, wie folgendes Beispiel verdeutlichen soll. Werden bei entemfiolgenden
Baume die Batter C und D ausgeahlt, so wird im fchsten der Baum von den dreien weiterverwendet,
der den lachsten Score bringt.

Eine andere Mglichkeit istsubtree pruning & regrafting . Dabei wird ein Teilbaum zédlig aus-
gewahlt und es wirdiberpiift, ob man den Score verbessern kann, indem man den Teilbaum an einen
neuen Knoten an einer anderen Kante des restlichen Teilbaums andgendes Bild zeigt ein Beispiel
fur einen somit riglichenUbergang:

B ‘ F : F
B G

G

Diese und weitere Heuristiken stehen etwa in dem Programmpaket PAURavah&wofford (2003)
zur Verfugung.

4.2.6 Grenzen des Parsimonie-Prinzips

Problematisch wird’s, wenAste so lang sind, dassiigk- und Doppelmutationen aufreten. Diarge
1 2

1 2
Parsimonie \\/
_— =
solcherAste wird systematisch unterstat. 3 4 3 4
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Besser wvre also ein Verfahren, das diedgllichkeit von Rick- und Doppelmutationen kigksich-
tigt.

Vergleich von Verfahren zur Phylogeniesciitzung Durbin et al. (1998) habeiiif mehrere Sequeriigen
je 1000 Quartette vofiA, B }-Sequenzeraings dieses Baumes simuliert und damit die Verfahren vergli-

chen. Die Asthngen sind mittlere Mutationahfigkeiten pro Position.

Anteil richtig geschatzter Baume:

SequenZinge| Maximale Parsimonie Neighbour Joining Maximum Likelihood
20 39.6% 47.7% 41.9%
100 40.5% 63.5% 63.8%
500 40.4% 89.6% 90.4%
2000 35.3% 99.5% 99.7%

Wir sehen also, dass bei diesem Baum, der sehr lange Kantaxtedts parsimonische Verfahren
auch bei sehr langen Sequenzen schlechte Ergebnisse liefert. bigighdining liefert bessere Ergeb-
nisse obwohl es nur die Distanzen zwischen den Sequenzen vetwsode bessere Ergebnisse liefert
bei langen Sequenzen allerdings das Maximum-Likelihood-Verfahré), (fun das es im achsten Ab-
schnitt geht.

4.3 Das ML-Prinzip in der Phylogeniesclatzung

Modell: Die DatenD sind Ergebnis eines zalligen Prozesses. Ihre Wahrscheinlichk&iy (D) hangt
vom unbekannten Parameteab.

Gesucht: 6§ soll geschtzt werden!

ML-Prinzip: Der Schatzerd ist der Wert, fir den die Likelihood-Funktion

Lp(0) := Pry(D)

maximal wird.

D = Sequenzdatem(homologe Sequenzen deahgem)

6 = ein Baum

ML-Prinzip: 9 ist der Baum, del.p(.) maximiert (der also die Sequenzdaten am wahrscheinlich-
sten macht).

Damit Lp(0) := Pry(D) definiert ist, beitigt man ein stochastisches Modelt den Substitutions-
prozess, defdngs der Kanten eines Baunteablauft.
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Spezifiziere also die Wahrscheinlichkeit
Pyy(t),

dass an einer Position, an der eisteht, nach Zeit ein y steht.

Dazu brauchen wir ein Modellif die Sequenz-Evolution. Wir verwenden hier aahst die DNA-
Variante eines sehr einfaches Modell von Jukes und Cantor (1969).

Dabei sollten wir wie immer, wenn es ans Modellieren geht ein Bonmot von @BExbeherzigen:
All models are wrong — but some are useful.

4.3.1 DNA-Substitutionsmodell von Jukes & Cantor (1969)

Basenkufigkeiten in Ursequenzrr(A), 7(C), 7(G), n(T)) = (3. 3.3, 1)
Alle Positionen mutieren unabhgig voneinander mit Rate 1, d.h. die WarteZediner Position auf

die machste Mutation ist exponential-1-verteilt, also:
Pr(T >t)=e¢"

Wenn eine Mutation geschieht, wird die Base durch eine reiallgé aus{A,C,G,T } ersetzt (bleibt
also evtl. unveindert). Es folgt:

B (1 — e_t) i fallsx # y
Foey(t) = { e~ ( —e t) fallsz =y

Jukes-Cantor ist sehr einfach! Allgemeinere Modelleiir DNA-Substitutionen (z.B. von Hasegawa,
Kishino & Yano, 1985) bdicksichtigen die ungleichen Basénliigkeiten und die Tatsache, dass Transi-
tionen eine bhere Rate haben als Transversionen. Wir werden utsismit solchen Modellen befassen.
Auch z.B. die Positionsaldimgigkeit der Mutationsraten kann beksichtigt werden (Tamura & Nei,
1993). Substitutionsmodelléif Proteine sind implizit durch Score-Matrizen wie PAM und BLOSUM
gegeben.

4.3.2 Berechnung der Likelihood eines Baums

Gegeben:(gewurzelter) Baund mit Astlangen(l;);, Sequenzdatep.

Gesucht: Die Likelihood L (6) = Pry(D) des Baumesifr die gegeben Daten.

A CcC A T
erste Idee: Berechne Likelihood positions- l I Is
weise und multipliziere. ! s
0BdA sei also die Sequergigem = 1. I f
4
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AngenommenD kennt auch die inneren Knoten:

A C A T

Dann ist es einfach:

Lp(0) =7(Q) - Pa_Alls) - Pc_T(la) - Pa~A(l1) - Pa_c(l2) - PT_All5) - PT—T(ls)

Was tun, wenn die inneren Knoten nicht bekannt sind?

Felsensteins Pruning-Algorithmus (1981)

Wiedermal dynamische Programmierung!
D, sei der Datensatz an dendern
Uber dem Knoterk.

Fur Baser seiWj,(x) die Wahrschein-
lichkeit von Dy, unter der Bedingung,

dass bek ein x steht.
Ist b ein Blatt mit Basey, so istW;(y) = 1 und Wj(x) = 0 fur z # y. Man rechne dann der Idee
der dynamischen Programmierung folgend von dexttBin bis zur Wurzel alle Werlé', (z) aus, indem

Ist £ ein Knoten mit Kindern:
undj und Astngen/; und/;, so
gilt:

Wi(z) = Y Pey(l)-Wily) | - Yo Peu(ly) - Wi2)
ve{A,C,G,T } :e{A,C,G,T }
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Da fur die Wurzel- die GleichungD, = D gilt, erhalten wir das Ergebnis:

Lp(0) = > w(z) - Wy (x)
IG{A,C,G,T }

4.3.3 Den ML-Baum finden

Das ist das schwierige Problem:
Gegebem Sequenzen. Finde den Baum mit der dchsten Likelihood.
Dabei sind zwei Teilprobleme zu unterscheiden:

(a) Gegeben eine Baumtopologie, also ein Baum ohne Angabe von Kamgenl bzw. Zeitabahde,
welche Evolutionsraten und Aatigen maximieren die Likelihood?

(b) Suche die Topologieiif die (a) zu einer rfglichst hohen Likelihoodithrt.

zu (a): Felsenstein (1981) wendet einen EM-Algorithmus zur Optimierung deéAg#n an. Es wer-

den also abwechselnd alle Kani@ngjen und Mutationsraten aus den erwarteten Anzahlen an Substitu-
tionen der einzelnen Basen- bzw. Amiaagetypen gesétzt und erwartete Substitutioriglfigkeiten
bediglich der jeweils aktuellen Séltzwerte neu berechnet.

Alternativ dazu kann man auch die mehrdimensionale Newton-Methode &iéfag B) zur Op-
timierung der Asthtngen anwenden. Dazu muss man die Ableitung der Likelihood nach démgest
berechnen. Das kann man mit einer Variante des Felsenstein-Prurfingsefmachen, da die dort ver-
wendeten Rekursionen linear sind. (Die Detéaltierlege man sich!)

zu (b): Felsenstein (1981) beginnt mit einem dratiligen Baum iir die ersten drei Taxa undidt
nach und nach alle weiteren Taxa hinzu. Beim Eg#n desk-ten Blattes probiert man allgk — 5
Kanten als mgliche Einfigestelle @ir die neue Blatt-Kante aus und entscheidet sighdiejenige, @r
die der entstehende Baum diédmnste Likelihood hat. Wenn alle Kanten einiggff sind, wird versucht,
die Likelihood des Baums durch lokale ¥&derungen zu eden. Aul3erdem werden mehrereélige
Eingabe-Reihenfolgeriif die Taxa durchprobiert.

einige weitere bsungsaritze:

e Fallsn klein ist: Probiere alle Baumtopologien durch und variiere dieakgen.

e Gehe z.B. von NeighbourJoining-Baum aus und versuche, durchdsisleandern des Baums
nach und nach die Likelihood zu érhen,ahnlich wie das bei der Suche nach dem Parsimonisch-
sten Baum gemacht wird.

e Nimm jeweils 4 Sequenzen und suche deren ML-Baum. Baue am Ende dezl¥lieme zusam-
men. (“PUZZLE"; Strimmer, von Haeseler, 19981p://www.tree-puzzle.de/ )
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Ein wichtiges Argumentiir den Maximum-Likelihood-Sditzer ist desseKonsistenz das heifl3t
im Grenzfall unendlich langer Sequenzeare der ML-Baum immer der wahre Baum, siehe Abschnitt
4.3.4. Das Problem ist allerdings, dass der ML-Baum nicht so leichtracbeen ist.

4.3.4 Konsistenz des ML-Baums

Der Maximume-Likelihood-Schtzer fir den Stammbaum gegebener Sequenzekoissistentd.h. zu-
mindest wenn die Modellannahmen stimmen, dann wird die WahrscheinlichkestdiaML-Methode
den richtigen Baum liefert, gegen 1 konvergieren, wenn die Seqausgelgegeno geht. Zu den Mo-
dellannahmen géint, dass die Sequenzen korrekt aligniert sind und dass alle Positioraétangig
voneinander nach den in der Analyse angenommenen Substitutionsrate8elektion evoluiert sind.
Unter diesen starken Annahmen mag als selbstéuedéith erscheinen, dass der wahre Baum gefun-

den wird. Man beachte aber, dass z.B. der maximal-parsimonische Bauragen&atz zum ML-Baum
nicht konsistent ist.

Beweisskizze zur Konsistenz des ML-Sdtizers: Wir gehen der Einfachheit halber davon aus, dass
Insertionen und Deletionen keine Rolle spielen, so dass das Alignmerdggeiszen keine Gaps eath
Seienzq, ..., x,, die verschiedenen Typen von Spalten, die in dem Alignment vorkomiiemek, und
seiemy, ..., n,, die Anzahlen der jeweiligen Spaltentypen in den vorliegenden Datébie Likelihood
eines Baume¥' ist dann

L(T)=Pr(D|T) = HPra:Z\T
Wie so oft bevorzugen wir die logartihmische Darstellung:

In L(T an InPr(z; | T)
=1

Die Grundidee des Beweises ist, dass die WahrscheinlichkBitéry | 7°) fur den Baum charakteri-
stisch sind und sich in den relativeratfigkeitenRy, . . . , R, der Spaltentypeny, ..., z,, in den Daten
widerspiegeln. Indem wir obige Gleichung durch die SequieTgen teilen, erhalten wir

lnL ZR InPr(z; | T)
=1

Da der Logarithmus monoton ist, wiid T') fiir den selben Baum maximal wieln L(T'). Seierpy, . . ., pm
die fur den wahren Baum geltenden Wahrscheinlichkeiten der Spaltentygam tlie Sequenzen hin-
reichend lang sind, gilt mit beliebig hoher Wahrscheinlichi#&it= p; + ¢ fur beliebig kleines. Mit
Pr(xz; | T) =: ¢; gilt also

—hlL jmy sz In g;
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Fur den wahren Bauri™* gilt 2 In L(T') == 3>, p; Inp;. Firp # p gilt

m m
sz‘ Ing; < Zpi In p;.
i=1 i=1
Das folgt ramlich mit
7
> pilnpi—> pilng =Y pi lng >0,
i=1 i=1 i=1 !

daraus, dass die relative Entropie ungleicher Verteilungen positiv ieg sishang A.5.

Also gilt fur hinreichend lange Sequenzen mit beliebig hoher WahrscheinlichkEit) > L(T") fur
jeden Baunt’, dessen Spaltentypenwahrscheinlichkeiten sich von denen des viazhneres unterschei-
den. Es bleibt noch zu zeigen, dass ein falscher Baum nicht die sglaéier8ypenwahrscheinlichkeiten
haben kann wie der richtige. Das letzteres gelten muss, kann man sich akeranmitUmwediber das
Neighbor-Joining-Theorem klar machen, siehe Abschnitt 4.3.6.

4.3.5 Maximum Parsimony aus probabilistischer Sicht

Wenn wir von einem probabilistischen Modell ausgehen (adb) = — log P,—.,(1) setzen, so&nnen

wir die Wertes(a, b) als Scoresir gewichtete Parsimonie benutzen. Dann ist der Score eines Baumes
eine Approximation ir die Likelihood des Baumdif den Fall, dass alle Kanten digihge 1 haben.

Es ist selbstiir diesen recht unplausibel erscheinenden Fall nur eine Approximal@onur die wahr-
scheinlichste Ndglichkeit der Belegung der inneren Kantenilmksichtigt wird. Ahnlich wie bei Viterbi

nur der wahrscheinlichste Pfad Bieksichtigt wird statt einer gewichteten Summe aller Pfade.) Wie wir
zuvor gesehen haben, kann Parsimonie daher in die Irre laufen, egeswhr lange Kanten im wahren
Baum gibt. Ist dies nicht der Fall, kann Parsimonie recht gute Ergeble$sm, und zwar vergleichs-
weise schnell, da nictitber die Kanterddngen maximiert wird.

4.3.6 Maximum Likelihood und Pairwise Distances

Gegeben ein reversibles Sequenzevolutionsmodell mit bekannten Paraigetie ML-Distamzdﬁ\fyL
zwischen Sequenz = (z1, z2, ..., x,) und Sequenz = (y1,...,Yn):

dla\:/:[gL = arg Hl?X {Hiﬂ':ci : Pd?i—’yz‘ (t)}

= argmax {IL; Py, —y, (1) }

Zum Beispiel im Jukes-Cantor-Modell erhalten wir im Falle voklismatches:

H#%waw::<i““é%%>k<i(1+3e%%>n_k

Indem wir davon mit defliblichen Mittel das Extremum suchen, erhalten wir:

1 4k
M= — — In(1-=
vy da " < 3n>
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Der ML-Schatzer ist konsistent, d.h. im Limes sehr langer Sequenzen konvettflegegen die wahre
Distanz. Dann kann mit Neighbour Joining der wahre Baum gefundedemetm Limes sehr langer
Sequenzen konvergiert auch der ML-Baum gegen den wahren B&amm es von der Rechenzeit her
moglich ist, sollte man den ML-Baum bevorzugen, da diegemfeniger lange Sequenzen zugssiger
ist.

4.4 Modelle der DNA-Sequenzevolution in kontinuierlicher Zét

SeiP,_,(t) die Wahrscheinlichkeit, dass eine A nach Zeit (bzw. Kante@hge): zu einenmb geworden
ist und sei

Paa(t) Pasc(t) Pamc(t) Pa-r(t)
S(t) = Po—a(t) Fewc(t) Fo-c(t) Foor(t)
Po_a(t) Pg—c(t) Pg-c(t) Po_r(t)
Pr_a(t) Pr_c(t) Pr-g(t) Pror(t)

Die Zeilen summieren sich zu 1 auf.

Fur sehr kleines > 0 ist P,_.;(¢) nahe bei 1 und es gibt eine Matrix, die sogenanntRatenma-
trix (manchmal aucld)-Matrix genannt), so dass gift(c) ~ (I + R - ), wobei I die Einheitsmatrix
bezeichnet:

1 0 0
0 1
I =
0
0 0 1

Damit ergibt sichS(t +¢) = S(t) - S(e) = S(t)({ + Re) = S(t) + S(t)Re und damit

iy S0+ =50 _ g
S(t)R ist also so etwas wie die Ableitung des Prozesses. Man beachte, dagsleies@mmen 0 sind.
In der Diagonalen der Matrix stehen die mit negativem Vorzeichen vensghErwartungswertaif
die Zeit, die man im jeweiligen Zustand bleibt. Diérigen Eintage sind die Mutationsrateiirf die
jeweiligen Substitutionen.

Das Jukes-Cantor-Modellif DNA-Sequenzen hat die Ratenmatrix

—qQ ia %oz %a
o “3a la la
ia 1o —%a ia
o 1o 1o 34

Das Modell F81 von Felsenstein (1981) beksichtigt die ndglicherweise ungleichen Basenlfigkeiten
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(ma, o, 7, w7 ). Die entsprechende Ratenmatrix ist:

—a+amy amo (e% el anr
QT A —a + amo anG QT
QT A o -+ ang QT
QT amo ang —o + anp

Das HKY-Modell (Hasegawa, Kishino, Yano, 1985) beksichtigt zuatzlich, dass Transitionen im All-
gemeinen Aufiger sind als Transversionen durch Verwendung eineégzichen Parameters Die Ra-
tenmatrix ist

—ang — B(rc + ) prc ang prr
Q= Ba —amp — B(wa + 7a) B anr
amg prc —amg — B(rc + 77) prr

Bra arc pra —anc — fB(ma+ 76)

(ra, 7o, a, r) ISt die stationare Verteilung (oder auchGleichgewichtsverteilung fur diese Raten-
matrix, das heif3t es gilt:
(ﬂ-A? TC, TG, 7-‘-T) : Q = (07 07 07 O)

Daraus folgt insbesondere: Falls4, ¢, 7q, 7r) die Basenhufigkeiten der Ursequenz sind, bleiben
diese Hufigkeiten in Erwartung erhalten, wenn die SequenzafehiKY evolviert. Es gilt also:

(WA77T077TG77TT> . S<t) - (7TA77TC77TG77TT)

Diese Stationaritt gilt ebensoiir das F81-Modell.

4.4.1 Verweildauer in einem Zustand

Wie lange bleibt man bei einem durch eine Ratenmatrix beschriebenen fisrken Evolutionsmodell
in einem Zustand, bevor man in einen anderen mutiert? Wir betrachtéclmtrden Fall mit diskreten
Zeitschritten. Angenommen man ist in einem Zustand, von dem man innerhatbGeneration mit
Wahrscheinlichkeip wegmutiert. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, in deten Generation den Zustand
erstmalig zu verlassen, offensichtlich— p)*=1 . p.

Allgemein heil3t eine Zufallsvariabl& mit Werten in{1,2, ...} geometrisch verteiltwenn, gilt
Ws(X = k) = (1-p)" ' p.

Es gilt dann

EX =k (1-p) ! p="
2 b

Das kann man leicht nachrechnen (falls man glaubt, Ba§®xistiert und endlich ist):

(e}

EX = > (k+1)-(1—-p)*-p
k=0
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Die geometrische Verteilung ist im folgenden Sinnedgudnislos:
Ws(X=k+n|X >k)=Ws(X =n)

Diese Eigenschaft charakterisiert die geometrische Verteilung untenVgilanscheinlichkeitsverteilun-
gen auf den néirlichen Zahlen. (Man kann die geometrische Verteilung allerdings adcfoau 2, . . .}
definieren; das findet man auch oft in der Literatur.)

Das kontinuierliche Analogon zur geometrischen Verteilung istElponentialverteilung: Eine
ZufallsvariableY heiRtexponentialverteilt auf [0, oo), falls gilt:

Ws(Y > z) = e
Das heil3t:
Ws(Y € [a,b]) = e — 7@

Es gilt dann:
EY = /00 e M = 1
0 A
Fur kleinep und groR3e: gilt
(1—p)k ~e Pk,

Die Exponentialverteilung kann also zur Approximation der geometrischimiliMeg verwendet werden.
Auch die Exponentialverteilung ist durch ihre Getitnislosigkeit charakterisiert:

Ws(Y >z +z]Y >2) = Ws(Y > 2)

Bei Substitutionsmodellen mit kontinuierlicher Zeit bleibt man exponentiell langsnaem Zustand.
Zum Beispiel bei HKY bleibt man i\ exponentiell lange mit Erwartungsweért(ang + 3(rc + 7r))
und entscheidet sich beim Wegsprung mit Wahrscheinlichkgiten- ¢, arg - c und Gz - ¢ (mit ¢ =
1/(arg + B(mc + mr))) fur CG, bzw.T.

4.4.2 Berechnung vorS(t) ausR

Wie man aus der Ratenmatrix dighergangsmatrixifr eine feste Zeit berechndiperlegen wir uns
zurachst wieder iirs zeitdiskrete AnalogonS(n) berechnet man, wie wir bereits im Zusammenhang
mit PAM-Matrizen gesehen hatterijrfn € S(n) ausS(1) durch Potenzieren:



Das macht man effizient, indem mat{1) zuréchst diagonalisiert, das heif3t man sucht eine Matrix
U und eine Diagonalmatrix), so dass gilt5(1) = U - D - U~1. In D stehen in der Diagonalen die
Eigenwerte vonS(1) (und sonst nur Nullen), d.h. die Werte so dass ein Vektor mit Dv = pv
existiert. Ein solcher Vektor hei3t Eigenvektdr. beschreibt geometrisch gesehen dieselbe Abbildung
wie S(1), aber ausgehend von einer Basis des Vektorraums, die aus Eigerwakeo Abbildung besteht.
(Das sollte bei Bedarf mit Hilfe eines Lehrbuchiger Lineare Algebra nachgearbeitet werden!) Es gilt
dannS(n) = UDU~' . UDU~'.UDU~!...UDU~! = UD"U~'. Diagonalmatrizen sind leicht zu
potenzieren. &r

1 0 0
D= 0 w2
' 0
0 0 pm
gilt:
py 0 0
pr_| U m
o 0
o ... 0 pup

Im kontinuierlichen Fall verdlt es sichahnlich. Rirt € [0, 00) gilt S(¢) = U - T% - U~ mit

et ... 0
Tt 0 eMet ’
0
0 ... 0 et

wobei, A, ..., Ay, die Eigenwerte voiRR sind (mitm = 4 bei DNA undm = 20 bei Proteinen). Das
kann man sich folgendermafen klar macheir:gehr kleines > 0 gilt

St)=8(e)/*~ I +R-e)/*=U.-DV° . U".

Dabei istD. eine Diagonalmatrix, die als Diagonaledége die Eigenwertg; vonI + ¢ - R entralt, d.h.
fur die zugebrigen rechten Eigenvektorengilt (/4 R)-v; = p;-v;, und damitR-v; = Li=l .. Also

€

ISt \; := “T” ein Eigenwert vonk (sofernu; # 1). Wir kdnnen die Diagonaleirdge vonDé/E also als

(e); + 1)t/ schreiben, und das konvergiert gegert fur — 0, denn bekanntlich gelftl + ¢)'/¢ fir
e — 0 gegenre.
Mit einer ahnlichen Argumentatiofiberzeugt man sich davon, dass die Spalten der in der Formel
S(t) = UT'U ! auftretenden MatriX/ die rechten Eigenvektoren der Ratenmatfigind: Wir erhalten
U als Limes fire — 0 der MatrixU, aus der Gleichun¢/ + R-¢)t/¢ = U. - DYe. U-L. Die Spalten von
U, sind Eigenvektorem; der MatrixI + ¢ R. Wie wir im vorherigen Absatz nebenbei bemerken konnten,
sind diev; damit auch Eigenvektoren vaR und dararandert sich nichts, wenngegen 0 geht (wenn
wir von yu; # 1 ausgehen).
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Der Fall, dass ein Eigenwert van+ R fir e — 0 gegen 1 konvergiert, korrespondiert mit einer
statioréiren Verteilung des Prozesses, die dann linker Eigevektor zum Eigehige Der dazugebrige
rechte Eigenvektor tritt dann ebenfallstihauf und der dazugéige Diagonaleintrag i iste® = 1.

4.4.3 Ein Modell, in dem man ohne Eigenvektoren rechnen kann

Das F84-Modell (Felsenstein, 1984) ist dem HKY-Modell s@mnlich. Man kann es aber gut auch ohne
Ratenmatrix beschreiben. Jede Position der DNA-Sequenz hat einemibgiggslinie, in die mit Rate

A “Kreuzchen” und mit Rate: “Kringel” eingestreut werden. Beide bewirken, dass die Position ihren
Basentyp “vergisst”. Bei den Kringeln bleibt aber die Information ermalé® es sich um ein Purin oder
ein Pyrimidin handelte. Bei Kreuzchen wird die neue Basedfeder Verteilungr 4, ¢, ¢, mr) gezo-
gen, bei Kringeln ge@R (74 /(74 +7q), 7q/(ma+7q)) bzw. genal(rc /(nc +7r), 71 /(Tc +71)).
Letzteres entspricht also den Wahrscheinlichkeiten der Basentypérgbadf die Information, ob es
sich um ein Purin oder Pyrimidin handelt. Man beachte, dass weder eiad{rerninoch ein Kringel eine
Substitution im eigentlichen Sinne bedeuten muss. Wie man sich ldiehegen oder nachrechen kann,
hat eine Position, die erst von einem Kreuzchen und dann von einemgdlgatroffen wird, unakimgig

von ihrer Urbase die statiéne Wahrscheinlichkeitsverteilung 4, ¢, 7, 7r), SO als viare sie nur von
einem Kreuzchen getroffen worden. Widrknen nun didJbergangswahrscheinlichkeiten leicht herlei-
ten. So ist etwa’4_,¢(t) das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit, dass die Position in der Zeivbis
mindestens einem Kreuzchen getroffen wurde, und der Wahrschéggilictlass beim letzten Kreuzchen
oder Kringel einC eingefigt wurde. Da die Zeit bis zum ersten Kreuzchen exponentialverteilt mit Ra
te A ist und die Verteilung einer Position, die von mindestens einem Kreuzchesffge wurde, der
statioréren Verteilung entspricht, folgt:

Py_c(t) = (1 — eiAt) ST

Zur Berechnung voi®4 . (t) mussen wir zwei Mbglichkeiten in Betracht ziehen: Entweder die Position
wurde von mindestens einem Kreuzchen getroffen oder von keinemzélien und von mindestens
einem Kringel. Wir erhalten damit:

Py_q(t) = (1 — efAt) TG+ e M (1 — ef‘ut) e/ (ma + 7a)

Wir brauchen also die Ratenmatrix eigentlich nicht, umUdiergangswahrscheinlichkeiten zu berech-
nen. Aber es ist auch nicht schwer, auf die Ratenmatrix zu kommen:

—AM1 —ma) — A5 Ao e + A5 Ap
AT 4 A1 —me) — Trg?;w pYive AT + ﬂgng
AT+ W;‘i’;G Ao M1 —7g) — wji?ro AT
AT A Ao + ﬂgiﬁT pY.ve A1 —7r) — ngng

4.4.4 Konvergenz in die statiodre Verteilung

SeiX = (Xy, Xa,...) bzw. (X¢)ier_, €ine Markoff-Kette mit endlichem Zustandsrauinund Uber-
gangswahrscheinlichkeite, ., (¢) furt € N bzw.t € Rxy.
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Die UbergangsdynamiIP heiRtirreduzibel, falls V, ycz3; : P,—y(t) > 0. Im Fall diskreter
Zeit hei3t P periodisch, falls einz € Z und eink > 1 existieren mitP,_..(n) fur allen € N\
{k,2k, 3k, ...}, falls also der Zustand nur zu gewissen periodisch wiederkehrereltsndesucht wer-
den kann. Sonst heif#t aperiodisch

Wichtig zu wissen ist, dass jede aperiodische irreduditiiergangsdynamil auf einem endlichen
Zustandsraunf genau eine statiéme Verteilung . ).cz besitzt und gegen dieses Gleichgewicht kon-
vergiert, das heif3t:

Vg lim P, (t) =7,
t—o0

Zum Beispiel konvergieren die Evolutionsdynamiken in den Modellen F84, nd HKY gegen ihr
Gleichgewicht(m 4, 7c, 7, 7).

Wir wollen obigen Konvergenzsatz nicht in allen technischen Details besaigie wollen aber mit
einem stochastischen Argument verstehen, wieso jede aperiodisahezible Kette auf einem endli-
chen Zustandsraum gegen eine statieVerteilung (deren Existenz wir mal voraussetzen) konvergieren
muss. Das Argument beruht auf dem Koppeln zweier Prozesse: Wach&tn zwei Markoff-Ketten
X1, X5, X3,...undY], Y, Vs, ..., die beide derselben irreduziblen aperiodischiéergangsdynamik
P,_., folgen. X, sei genal3 der staticéwren Verteilung geahlt. Damit ist bereits klar, dass; fur jedes
genal der statioawen Verteilung verteilt ist; sei beliebig verteilt. Wir wollen zeigen, da¥sgegen die
statioraire Verteilung(r,). konvergiert. Dazu stellen wir zégzliche Forderungen an das Verhalten von
X, ohne die obigen Annahmen zu verletzen. Wir lassemlich X unablingig vonY genmafR detUber-
gangsdynamik unaldimgig vonY laufen, bis sich die beiden Ketten zum ersten Mal treffen. Ab dann
lassen wirX immer dasselbe machen wig was offensichtlich obigen Annahmen nicht widerspricht,
in Formeln:

Xl' = Y; = vj>z'Xj = ij

Es seig; die Wahrscheinlichkeit, dass sich undY im j-ten Schritt noch nicht getroffen haben. Dann
gilt [Ws(Y; = 2) = 2| = [Ws(Y; = 2) = Ws(X; = 2)| = [Ws(Y; = 2, X; = V;) + Ws(¥; = 2, X, #
Vi) = Ws(Xj = 2, X; = Vj) = Ws(X; = 2, X; # Vj)[ = [Ws(Y; = 2, X; #Yj) - Ws(X; = 2, X; #
Y;)| < max{Ws(Y; = 2, X; # Y;), Ws(X; = 2z, X; # Y;)} < ¢;. Um zu zeigen, das¥ gegen
die statiofare Verteilung konvergiert, gégt es also zu zeigen, dagsgegen 0 konvergiert. Wegen der
Irreduzibilitat besuchtX jeden Zustand beliebig oft. Bei jeder der dazwischenliegenden Exkursionen
hat X eine gewisse positive Mindestwahrscheinlichkgitzu treffen, bevor es wieder iist. Also fallt
q; exponentiell inj. Man beachte, dass hier die Irreduzildtiund die Aperiodizit eingehen: \dre
P,_., reduzibel, bnnten inX undY in zwei verschiedenen Teilmengen des Zustandsraums gefangen
sein. Ware dieUbergangskette periodischdfinten sichX undY ebenfalls ausweichen. Séhnte der
Zustandsraum in zwei Teilmengen unterteilt sein, uvidderade bzw. ungeradeist X in einer der
beiden Teilmengen und in der jeweils anderen. O

Wir werden es fast nur mit irreduziblen, aperiodischen Markoff-Kettetun haben.

Eine Markoff’scheUbergangsdynamile mit statiorirer Verteilung(r. ).z heiRtreversibel, falls
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gilt

Voyez @ Mo Poy(t) = my - Py—.(t)
Anschaulich bedeutet das, dass unter der Voraussetzung, d&sszess im Gleichgewicht startet, nicht
Zu unterscheiden ist, ob der Prozess \am& oder iickwarts Buft (im Sinne eines Films, den man sich
rickwarts ansieht). Die obige Gleichung wird auch als “detaillierte Balance-Glegithezeichnet. Man
mache sich klar, dass aus ihr insbesondere folgt, @agsc = statiorire Verteilung fir die Ubergangs-
dynamik P ist.

Die Evolutionsdynamiken, die durch Jukes-Cantor, F81, F84, HKY sBM-Matrizen beschrie-
ben werden, sind reversibel.

Hier ein Beispiel @ir einen nicht reversiblen Prozess: $&_.4(1) = Pa_c(l) = Po—c(l) =
Po_.c(1) = Pg_c(1) = Pg_7(1) = Pr_p(1) = Pr_ (1) = 0.5 und alle anderetlbergangswahr-
scheinlichkeiten dementsprechend Or Biese Kette ist1, 1, 1, 1) die statiorare Verteilung, gegen die
der Prozess auch konvergiert, denn er ist irreduzibel und apesfodier Prozess ist aber offensichtlich
nicht reversibel.

Wenn wir von einem reversiblen Evolutionsmodell ohne molekulare Uhredngsy langt die Like-
lihood eines Baumes nicht von der Position der Wurzel ab. Wie bei pars@otmn Verfahren sollte dann
also nur der ungewurzelte Baum ausgegeben werden. Wenramiiam auf einer Kante die Wurzel
mit Abstands bzw. ¢ zu den beiden Knoten eiiijen (vorausgesetzt die Kante hat Gesangés + t),
dann erhalten wirifr die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Knoten in den @Zndénz undy befinden,
unter Voraussetzung der Reversifaitit

D e Pag(s) - Pay(t) = ) ma Paoa(s) - Pasy(2)

= Ty Ppy(s+1)
= my Pya(s+1)

Die Wahrscheinlichkeit éingt also nur von derdnge der Kante ab und nicht davon, wo wir die Wurzel
genau einfigen. Ebenso kann man sich alidberlegen, dass es egal ist, auf welcher Kante man eine
Wurzel einfigt.

4.45 DNA-Substitutionsmodelle imUberblick

Nun folt ein Uberblick iiber die Mutatiosraten der meistbenutzten DNA-Substitutionsmodelle. Bei den
ersten beiden ist exemplarisch auch die Ratenmatrix angegeben.

Beim Jukes-Cantor-Modell (JC) wird der Nukleotidtyp nicht beércksichtigt:

von\nachf A C G T
-3« a a a
A — a o «
« -3« « leY
C a — o o
o o -3« «
G a o — o
o « o -3«
T a o o —
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BeiKimuras 2-Parameter-Modell (K2) wird beriicksichtigt, dass Transitione@bfiger vorkommen als
Transversionen.

von\nachf A C G T 20— 3
—2a — Q Q
A —
c a B g « —2a—pf « J6]
a — «
G 3 I6] « —2a—f «
a — «
Q I5] Q —2a—pf
T a [ a —

Felsenstein (1981)81)bericksichtigt die ndglicherweise ungleichen Basentfigkeitenr 4, 7c, 7q, 7r).

von\ nach| A C G T
A —  amc ang Qnr
C ary, —  Qng  Qar
G aTy ore —  Qfr
T aTsy are arg 0 —

Im Modell vonHasegawa, Kishino und Yano (HKY)sind sowohl die Baserdufigkeiten als auch der
Unterschied zwischen Transitions- und Transversiaoigkeiten bdicksichtigt.

von\ nach| A C G T
A —  an¢c Prg  amp
C arty, — ang prr
G OBra ame —  amr
T amy Prc arg < —

Felsenstein (1984}-84)beticksichtigt ebenfalls Base#abfigkeiten und Unterschiede zwischen Transverions-
und Transitionsrate. AuRBerdem liigt man bei F84 keine Matrizenrechnug zur Berechnungd dbesr-
gangswahrscheinlichkeiten.

von\ nach A C G T
A — AT g + ﬂf -T—erc A
C AT A —_ AT AT + ﬂgi{rT
G A4+ Trjix;‘rc: AT — AT
T AT A Ao + wg:?rT AT G —_

Im Allgemeines Zeit-reversibles Modell (GTR)Wwerden weitere Unterschiede zwischen den Mutations-
raten zwischen den einzelnen Nukletidtypeniio&sichtigt.

von\ nach| A C G T
A — amc fprg 7T
C ary, — Ong enr
G Bra  dme  —  nmr
T YTA €mo  NTg  —

Bei den Modellen F81, F84, HKY und GTRr4, 7¢, g, mr) ist statior@re Verteilung, bei JC und K2

(3,1,4,1). Jedes dieser Modelle ist reversibel.
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4.4.6 PositionsabBngige Mutationraten

Die bisher beschriebenen Substitutionsmodelle kann man um dggidvikeit erweitern, dass sich die
verschiedenen Positionen in ihren Mutationsraten unterscheiden. Weanmpogellieren will, dass es
verschiedene Regionen gibt, die unterschiedlich schnell evoluieremr, adiss die Grenzen dieser Ab-
schnitte im vorhinein bekannt sind, sind hidden-Markoff-Modelle eirigrester Ansatz. In diesem Ab-
schnitt geht es aber um den Fall, dass sich die Mutationraten bei bemshPositionen ebenso un-
terscheiden &nnen wie bei entfernten. Der Ansatz ist hier, dassiegefde Position des Sequenzali-
gnments einen Faktot;, gibt, so dasR; = r; - Q die Substitutionsratenmatrixif Position: ist. Dabei
ist die Matrix@, durch die zum Beispiel definiert ist, um welchen Faktor sich die Ratefransitionen
und Transversionen unterscheiddir, dlle Positionen gleich. Mandkintery, .. ., r, als zu&tzliche Pa-
rameter auffassen, wobeidie Sequennge ist. Das aren dann allerdings in der Regel so viele, dass
eine Schtzung aller Mutationsparameter aus den Daten nicht mehr sinnaglich ware. Praktikabel
ist hingegen, davon auszugehen, dass. ., r,, zufallige Faktoren sind, die unabhgig voneinander aus
einer gemeinsamen Verteilung kommen. Esiggrdann ein Parametes, mit dem man festlegen kann,
wie stark dier; variieren sollen. Um die gemeinsame Verteilung deeu modellieren, ist die Fami-
lie der Gammaverteilungen gut geeignet, deren Dichten je nach Wahl| desssodgen Formparameters
(engl. shapé o ganz unterschiedliche Formen annehmen kann, wie die folgende Abbiishigiy und
damit in recht vielen &llen die Ratenheterogeaitgut an@hern kann.

Dichte der Gamma-Verteilung

N
—
—— shape=10
n --- shape=2
Q g -/ N\ |
o
<
o ’
/7
/7
<SS TN T
1
O 1
o

Eigentlich hat die Familie der Gammaverteilungen noch einen zweiten Parametespgenann-
ten Skalenparametet. Wie der Name andeutet, kann man diesen als konstanten Faktor auffassen
legt also fest, wo in der vorherigen Abbildung auf deAchse die 1 liegt. Das ist im hier diskutierten
Kontext nicht relevant, denn wirdanen die Skala festlegen, indem wir die Exgte der Matrix() oder
die Kantenhingen des Stammbaums mit einer Konstante multiplizieren. In der obigen Abbiludg
8 = 1/a verwendet, so dass jede der drei Verteilungen, deren Dichten in deidbg gezeigt werden,
Erwartungwert 1 hat. Allgemein hat die Gammverteilung mit Formparaneeterd Skalenparameter
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Erwartungswerty - 3 und Varianz - 3.
Die Dichte der Gammaverteilung mit Formparametennd Skalenparametgt an der Steller €
[0, oo] ist
2oL . o—z/B
) T )

wobeil’ die Gammafunktion mif'(a) = [ z°"! - e"*dx bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit, dass
eine so verteilte Zufallvariable einen Wert zwischeandv annimmt (mit0 < u < v), ist also

1 ! a—-1 _—z/B
_— x e dx.
B> - I'(a) /u

Wir gehen im Folgenden vofi = 1/« aus und verwenden die Dichig := 9o, 1/a-

Wie berechnen wir in diesem Modell die Likelihood eines Baumes bzw. eiaesnBs und eines
bestimmten Wertsiir «, falls dieser Parameter nicht als bekannt vorausgesetzt wirdibligh, ist
die Likelihood des Baumes (bzw. des Baumes und des Warts)fdie Wahrscheinlichkeit der Daten
unter Annahme des Baumes und des Wditsof, und diese Wahrscheinlichkeit ist das Produkt der
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten aller Positianéfit Felsensteins Pruning-Algorithmu®knen
wir die Wahrscheinlichkeit der Dateh; an Positioni ermitteln, wenn wir die Ratenmatrik; = r; - @
kennen. D&y als gegeben vorausgesetzt ist (oder bestimmte Wért@ eingesetzt werden, um deren
Likelihood zu berechnen) danen wir mit Felsenstein-Pruning zumindest die auf einen festena/fert
r; bedingte Wahrscheinlichkeir(D; | r; = x) der DatenD; berechnen. Um daraus die nicht-bedingte
Wahrscheinlichkeit zu ermitteln, inssten wir @ir x samtliche Werte zwischelund oo einsetzen und die
entsprechend bedingten Wahrscheinlichkeiten aufintegrieren, diéjdadedls mit der zur; gehrigen
Wahrscheinlichkeitsdichte, (z) an der Stellec zu gewichten sind:

Pr(D;) = /000 Pr(D; | ri =) - go(x) dx.

Dieses Integral&nnen wir nicht exakt berechnen, dahaharn wir es an, indem wiilf einige Werte
xj = x1,%2, ..., jeweils mit Felsenstein-Prunirigr(D; | r; = ;) berechnen und dann das Integral
durch eine gewichtete Summe approximieren:

00 k
Pr(D;) = / Pr(D; | ri=x) - go(z) de ~ ij -Pr(Dj | ri = xj).
0 :
7=1

Es gibt mehrere Nglichkeiten, die Punkte; und dazu passende Gewichte zu wahlen und somit die
Gammaverteilung zu diskretisierenatfig wird die Methode von Yang (1994) verwendet. Dazu wird
das Intervall[0, co| zurachst ink Abschnitte gleicher Wahrscheinlichkeit aufgeteiliirfeden solchen
Abschnitt[a, b] muss alsoff go(x)dx = 1/k gelten. Anschaulich bedeutet das, dass déelf unter der
Dichte-Kurve der Gamma-Verteilung ingleich groRe Stcke unterteilt wird, hieriir & = 5:
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0.3

0.2

0.1

0.0

Der Wertz; ist dann der Erwartungswert einer Gamma-verteilten Zufallsvariabledadaif bedingt
ist, in denj-ten Abschnitt zu fallen. Anschaulich entspricht dies dem Schwerpdagtzugebtrigen
Flachendicks auf diez-Achse. Alle Gewichtev; werden dann auf/k gesetzt. In folgender Abbildung
ist dies fir den Fallk = 5 dargestellt:

0.3
|

0.2

0.1

0.0

Z1 €2 €3 T4 €5

Man kann das Modell auch gleich so formulieren, dassdie Faktoren-; nur jeweils die Werte
x1,...,2 zuldssig sind, und zwar jeweils mit uniformer a-proiori-Wahrscheinlichkeitsileng. Mit
dem Parametex kann man dann steuern, ob eher die kleingiWerte oder eher die mittlerer;-Werte
nahe beieinander liegen.

Als Erweiterung des Modells mit gammaverteilten Raten kann man noch zuldsssrsich jede Po-
sition mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit iliaéntscheidet, invariant zu sein. An diesen Positionen
sind dann keine Mutationen erlaubt.
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447 Modellwahl

Angesichts der oben dargestelltelllE an Modellen @ir die Evolution von DNA-Sequenzen stellt sich
die Frage, welches Modell verwendet werden sollte, z.B. wenn aebgagn Sequenzdaten ein Stamm-
baum geschtzt werden soll.

Wie gut ein ModellM zu einem Datensat passt, kann man daran messen, wie hoctLgié\]) =
Wsjr (D) oder auch die log-Likelihoodog(Lp(M)) wird, wenn die Modellparamter optimal an die
Daten angepasst werden. Allerdings kann man diese (log-)Likelihood irsieiglern, indem man die
Modelle komplexer macht, also mehr Parameter hinzunimmt.igegrdie Anzahtl der Parameter des
Modells M, desto goRer das Risiko eindgberanpassung (engl. Overfitting). In diesem Fall werden die
vielen Parameter benutzt, um das Modell auch an geringe Zufallsschngerk in den Daten anzupas-
sen. Wendet man das Modell dann auf neue Daten an, die aus der ¥etbeglung kommen wie die
urspringlichen “Trainingsdaten”, so passt das Modell weniger gut als efackiares Modell, das nur
die wesentlichen Parameter eiih

Akaike (1974) zeigt, dass bei bestimmten Modellen, die auf normalverteilteti&wmariablen basie-
ren, der Fehler, den man macht, wenn man ein ModeltiRiarametern auf einen Datensatz anpasst und
dann auf einen vergleichbaren Datensdiertigt, ungehhr Akaike-Informationskriterium entspricht:

AIC = —2log Lp(M) + 2d

Man wahlt dann das Modell, bei dem AIC minimal wird.
Ein anderer Ansatzihrt zum Bayes-Informations-Kriterium

BIC = —2log Lp(M) + dlogn.

Dabei istn die Anzahl der unaldngigen Messungen. Der Bayessche Ansatz setzt dabei vorass|ida
Modelle a priori gleich wahrscheinlich sind. Die posterioriWahrscheinlichkeit des Modell&! ist

WS(M, D) _ Ws(D | M) - Ws(M)

Ws(M | D) =
AP Ws(D) Ws(D)
Unter gewissen Annahmen gilt dann:
Ws(M; | D)
log —————= ~ (2log Lp(M;) — dilogn) — (2log Lp(M>) — ds1
8 WL, [ D)~ (2lea Lo(M) — dilogn) — (2log Lp(Ms) — dylogn)

AIC bestraft also jeden neuen Parameter mit 2 und BIQagit:, was in der Regel gf3er als 2 ist. Also
bevorzugt BIC im Vergleich zu AIC die einfacheren Modelle.

Wenn ein ModellM; ein Spezialfall vonM, ist, so dass maid/; aus M, erhalt, indem man be-
stimmte Parameter auf gewisse Werte festlegt, sagt Miaeei eingebettet (engl. nested)irf,. In ge-
wissem Sinne wird dann/, mindestens genauso gut auf die Daten passenyiedenn allgemein gilt
Wsar, (D) < Wsyy, (D). In den meisten &len gilt Lp (M) = Wsay, (D) < Wsay, (D) = Lp(Ma).
Die Frage ist dann old.p(M>) signifikanthoher ist alsLp(M»). Dies kann man entscheiden, indem

man als Teststatistik den log-Likelihoodquotienten betrachtet.
Lp(Ms)

T o) (mitLp (M) := Wsp(D))
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Dieser ist unter der Nullhypothese, dass Moddl zutrifft, und die Ertdhung der Likelihood in
M, nur auf Zufallsschwankungen zwkzufihren ist, in den meistenalflen asymptotisch ?-verteilt
(sprich: chi-quadrat) mif = ds — d; Freiheitsgraden, wobdj die Anzahl der Parameter im Modélf;
bezeichnet. “Asymptotisch” heifdt hier, dass es um den Grenzwersgdér unablingiger Messungen
geht, in unserem Fall also um sehr lange Sequenzen. In symbolisdireitBeeise:

r o Lp(Mz) ~ 2 :
M {08 ) Xgrzusatzliche Parameter

Die y2-Verteilung mitd Freiheitsgraden besitzt die Dichte
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Folgende Abbildung zeigt die Dichte dgf-Verteilung mitd = 3 Freiheitsgraden.
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Man kann eine mit Freiheitsgraden?-verteilte Zufallsvariable simulieren, indem mannabtangi-
ge standardnormalverteilte Zufallsvariablen quadriert und aufaddieders formuliert: IstV ein d-
dimensionaler standardnormalverteilter Zufallsvektor, sqﬂém? =< V,V >, also das Quadrat seiner
Lange,y2-verteilt mitd Freiheitsgraden.

Um zu beurteilen, wie signifikant der log-Likelihoodquotieiit f1/, spricht, muss man also ermit-
teln wie unwahrscheinlich es ist, dass eipeverteilte Zufallsvariable mit der passenden Anzahl an
Freiheitgraden einen mindestens so hohen Wert annimmt. Das kann man emtluech numerische
Berechnung tun, etwa indem man einen Befehl in einem SoftwarepakeR \Wew.r-project.org )
aufruft, oder indem man in einer Tabelle nachschaut, siehe z.B:
http://de.wikibooks.org/wiki/Mathematik: _Statistik: _Tabelle _der _Chi-Quadrat-Verteilung

Wenn die Giltigkeit dery?-Asymptotik zweifelhaft ist, z.B. wenn die Sequenzen nicht sehr lang sind,
kann man sich mit Simulationsstudien behelfen. Dazu simuliert man mehrere &ategerald M,
passt die Modelle an diese Daten an ubérpiift wie haufig es vorkommt, dass der log-Likelihoodquotient
bei den simulierten Daten (mindestens) so hoch ist wie bei den Originaldaten.
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Durch die Likelihoodquotiententests (LRTs) kann man zwei Modelle nun direkt vergleichen,
wenn eines davon in das andere eingebettet ist. Um zwischen mehredetidazu entscheiden, kann
man mit einem davon beginnen und sukzessive einzelne Parameter himameder weglassen, je
nachdem LRT Signifikanz anzeigt. Auf diese Weise kann man sich etweeb&Vahl eines Substituti-

onsmodells durch folgenden Graphen bewegen:
K2 — ~ HKY

<X
Jic GTR
F81——~ F84/

Das Ergebnis &ingt dann allerdings davon ab, mit welchem Modell man beginnt und wé&lshe
schenschritte man zagst. Man sollte sich au3erdem klar machen, dass der Signifikanztbegdieser
Vorgehensweise leicht zweckentfremdet unagiicherweisdiberstrapaziert wird. Wenn ein statistischer
Test keine Signifikanz ergibt, kann die die Nullhypotheséizinst nicht verworfen werden. Daraus folgt
jedoch nicht, dass die Nullhypothese, in unserem Fall also das eingebéttdé, giltig oder allgemein
Zu bevorzugen ist.

Die Modellwahl sollte unter anderem folgende Punkteibksichtigen:

e Die Komplexi&it und Eigenschaften des zu modellierenden Systems
e Die Grof3e und die Qualitt des zur Vetigung stehenden Datensatzes
e Die Fragestellung

Der letzte Punkt, die Fragestellung, wird weder von AIC oder BIC noahMRT beiricksichtigt.
Wer den Aufwand einer sorgltigen Analyse nicht scheut, kann zur Modellwahl Simulationsstudien
durchfihren. Stehen mehrere Modellé,, Mo, . .., M}, zur Auswahl und is@- jeweils die aufM; basie-
rende Schtzung, z.B. der gesélete Stammbaum, so kann rmmlich wie beim Bootstrap untersuchen,
wie gravierend die Fehler &en, die man macheninde, wenny; tatsachlich der gesuchten Wahrheit
entspache und man die Analyse auf das Modgl] stiitzen wiirde. Dabei sollte man auch den Fad j
einbeziehen. Es ist durchau®giich, dass bei Daten, die gaf einem Modell\/; erzeugt wurden, ein
anderes Modell/; in der Analyse bessere Ergebnisse liefert/dlsselbst. Das kann etwa dann der Fall
sein, wenn)M; in M; eingebettet ist und die wahren Parameterwerte so liegen,Mdadast gilt. Ein
Beispiel: Angenommen DNA-Sequenzdaten entsprechen dem HKY-Modéldie theoretischen Ba-
senwahrscheinlichkeitgr 4, 7c, 7, ) liegen alle sehr nahe bei 1/4. Dann ist es wahrscheinlich, dass
phylogenetische Analysen, die auf dem Kimura-2-Parametermodell (&2hbn, bessere Ergebnisse
liefern, als solche, die auf HKY basieren.

4.5 Die Markoffketten-Monte-Carlo-Methode (MCMC)

SeiD ein Datensatz von Sequenzen derdngem. Wenn wir auf der Meng& der in Frage kommenden
m-blattrigen Birarbaume mit Asthngen eine a-priori-Wahrscheinlichkeitsverteilutf(7") ) r<7 defi-
nieren (z.B.: alle Bume bis zu einer gewissen Gesaméamgke sind gleichwahrscheinlich, der Rest hat
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Wabhrscheinlichkeit 0), danndkinen wir die a-posteriori-Verteilung betrachten:

Ws(T'nD)  Ws(D|T)- P(T)
Ws(D) Ws(D)

Ws(T'|D) =

Mit diesem Bayes’'schen Ansatz bekommen diéuBie nicht nur eine Likelihood sondern eine Wahr-
scheinlichkeit. In der Wahl der a-priori-Wahrscheinlichkeit steckt gimgisse Beliebigkeit. Daf konnen
wir jetzt nicht nur den wahrscheinlichsten Baum ausgeben (analog AtiRadm beim klassischen An-
satz), sondern wirdnnen uns eine Mengedglicher (man Kknnte auch sageiiff die beobachteten Daten
typischer) Baume betrachten, indem wir uns allige Baume gerald der Wahrscheinlichkeitsverteilung
Ws(T'| D) erzeugen. Wie ist das effizient machbar, wenigstens approximativBEnveerigkeit, die bei
Betrachtung der obigen Formeln &ilft, ist, dass die Konstante

Ws(D) = Ws(DNT)dT
TeT
schwierig zu berechnen ist. Vielleicht kann man das aber umgehen!?
Abhilfe schafft der Metropolis-Hastings-Algorithmus, mit dem man approxinaus Verteilungen
samplen kann, die nur bis auf eine Konstante bekannt sind. Der Metréadigngs-Algorithmus ist
eine Markoffketten-Monte-Carlo-Methode.

Markoffketten-Monte-Carlo-Methoden (MCMC):  Um eine Verteilund . ).cz zu simulieren, kon-
struiere eine aperiodische irreduzible Markoff-Kette itergangsmatrixP; ., )., die (r,) als stati-
onare Verteilung hat. Starte einen Prozess mit diemrgangsdynamik, lass ihn lange genug laufen und
gib dann nach einer gewissen Anzahl Schritten das Z aus, in dem er sich gerade befindet. Da der
Prozess gegen die statéme Verteilung konvergiert, gilt

Ws(Z = z) = .

Da man in der Regel nicht wissen kann, wie gut der Startpunkt der Kettahdeist, sst man die
Kette zurachst sehr lange laufen (“burn in”), bis man einen Wert ausgibt, vanrdan dann annimmt,
dass seine Verteilung hinreichend nahe am Gleichgewicht ist. Dann kamrgleiah mehrere Werte
ausgeben. Da man allerdings in der Regel &ramnd) stochastisch unabitgige Realisierungen aus der
Gleichgewichtsverteilung habernichte, sollte man auch zwischen den einzelnen Ausgaben hinreichend
viele Schritte abwarten. Wieviele Schritte man warten sollte, ist eine schwiendge FMan kann zwar
theoretisch bestimmen, wie schnell die Markoff-Kette konvergiert, prdkisgaas aber sehr schwierig.
Letztlich muss man die Ergebnisse von MCMC-Verfahren einer strengalygeunterziehen, um etwa
nach stochastischen Alihgigkeiten zu fahnden.

4.5.1 Metropolis-Hastings-Algorithmus

Der Metropolis-Hastings-Algorithmus ist eineddlichkeit, einen Prozess zu konstruieren, der gegen
(7.).cz konvergiert: Zuachst beiitigt man dazu irgendeine irreduziilbergangsverteilun@,. ., auf
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Z und lasse sie Vorscidle machen (“proposal step”). Wenn wir uns gerade imefinden und ©”
schigt vor (genauer gesagt ein Zufallsgeneratorf), nachy zu gehen, dann akzeptiere das mit Wahr-

scheinlichkeit

min {1 , Ty Qy_m} .

T Qzoy
Andernfalls bleibe einen weiteren Schrittin(“rejection step”). Zuachst &llt auf, dass die zu simu-
lierende Verteilung nur als Quotient, /m, eingeht. Daher muss sie nur bis auf einen konstanten Faktor
bekannt sein, denn der Faktoiirizt sich ohnehin heraus. Wir erhalten somit etffsergangsdynamik
P, die irreduzibel ist, d&) irreduzibel ist. Da man gelegentlich mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
bleibt, wo man ist, wirdP selbst dann aperiodisch sein, wefrperiodisch ist. Witlberlegen uns jetzt
noch das Wesentlicheamlich dasqr, ).z statiorére Verteilung fir P ist. Wir zeigen sogar, dass es
sich um ein reversibles Gleichgewicht handelt (“detaillierte Balance)oBeA 7,Q,—, > my,Qy—z.
Dann gilt:
Pyz = Qy—a
und r 0 -
—x
Proy=Quoy 72 2 =700y

Also gilt 7, P, ., = 7y Py_., und damit ist(, ). z reversibles Gleichgewichtif P und P konvergiert
gegen diese Verteilung. .

Wir haben nicht vieliber die “proposal chainf) (auch “reference chain”, “Referenzkette”) voraus-
gesetzt. Wie schnelP letztlich konvergiert, Angt aber selbstvegstdlich von der Wahl vord) ab. Die
Kunst ist, ein@ zu finden, dessen Vorsége ndglichst oft akzeptiert werden und das gleichzeitig “gut
mischt”, d.h. es \lire nachteilig, wenn es,y € Z gabe, so das§ hochstwahrscheinlich extrem viele
Schritte baAuchte, um vor: nachy zu gelangen.

4.5.2 MCMC und simulated Annealing

MCMC-Methoden und speziell der Metropolis-Hastigs-Algorithmus sind @&mulated-Annealing-
Ansatz sehrahnlich. Der wesentliche Unterschied ist, dass man bei Simulated Annealiniganis
einer Verteilung samplen will, sondern eine Funktion optimieren will, was also dewv&uche nach
dem wahrscheinlichsten Element der Zustandsmenge entspricht. Datieged man beim Simulated
Annealing nach und nach die AkzeptanzwahrscheinlichkeiSthritte, die den zu optmierenden Funk-
tionswert (z.B. die Wahrscheinlichkeit) verkleinern. Beim MCMC-Samplingsnman die Akzeptanz-
Wahrscheinlichkeit sorgdtiger wahlen als beim Simulated Annealing. Es gghnicht, am Ende immer
in Richtung des Optimums zu laufen; man muss sich jederzei@ferimetUbergangsdynamik bewegen,
die gegen die Zielverteilung konvergiert.

4.5.3 Baume samplen nach Mau, Newton und Larget

Mau, Newton und Larget (1996) schlagdir Einen Metropolis-Hastings-Verfahren zum Samplen von
Baumen @ir gegebene Sequenzdaten unter Annahme der molekularen Uhr felgefetenzketté® vor:
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Als aktueller Zustand sei ein gewurzelter Baum gegeben, z.B. folgender
1 2 3 4 5 €

Zunachst wird der Baum in jedem Knoten rein alliy gedreht, d.h. per Mnhzwurf wird entschieden
welcher der beiden herauswachsenden &eithe als linker und als rechter anzusehen ist. Der Baum wird
so in die Ebene gemalt, dass jeder Knoten horizontal gesehen zwischéaiiaigerliegenden Teilumen
liegt:

Dann brauchen wir die Kanten gar nicht einzuzeichnen. Aus der Lexgareren Knoten einschliel3-

lich der Wurzel bnnten wir den Baum komplett rekonstruieren:
4 3 1 2 6 5

Nun verschieben wir die inneren Knoten und die Wurzel jeweils um einénddezutilligen Betrag:
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Wenn wir jetzt die Kantenifr die neue Lage der Knoten einzeichnen, erhalten wir einen Baum, bei

dem sich auch die Topologie &edert haben kann:
4 3 1 2 6 5

Das ist der Baum, de@ vorschhgt. Entsprechend dem Metropolis-Hastigs-Algorithmus kann die-
ser nun in AblRngigkeit von seiner a-posteriori-Wahrscheinlichkeit und der dgsiurglichen Baumes
sowie von derUbergangswahrscheinlichkeiten der Referenzkette akzeptiert edeorfen werden.

4.6 Bootstrap

Ziel von Bootstrap-Methoden ist es, abzusiden, wie zuvedssig eine Scitzung ist. Die Anwendung in
der Phylogenies@tzung viare also, eine Idee davon zu bekommen, auf welche Kanten einesigesth
Baumes man sich mehr verlassen kann, und auf welche weniger. Wir baginiheinem Beispiel aus
der klassischen Populationsgenetik:

Beispiel: Gemald Hardy-Weinberg gibt es in einer diploiden panmiktischen Population imHgleic
wicht bei zwei selektiv neutralen Allelen N und M die Genotypen MM, MN Ui in den relativen
Haufigkeiten(1 — )2, 26(1 — #) und#?, wobeif die relative Hufigkeit von N ist.
In einer Stichprobe aus der Population werden folgendefigkeiten gefunden:
MM MN NN | Gesamt
342 500 187 1029
X Y Z

Der ML-Schatzer fir 6 ist§ = % ~ 0.4247 (Ubung!). Dabei beachte man, dass das Tripel
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multinomialverteilt ist:

1029

WS@(X::U,Y::I/,Z:Z): <:r'y‘z'

) (1—6)%2(20(1 — 6))¥6%
Wie zuverhssig ist der Scitzerg?

Angenommen@w'are der wahre Parameterwert und jemarigide eine neue Stichprobe vom Um-
fang 1029 ziehen und den Parameteradzén. Sed* das Ergebnis. Wie weit ist dariti von 9 entfernt?
Dem Bootstrap-Gedanken liegt die Idee zu Grunde, &assVerteilung vond ungefihr so weit weg ist
wie 6 vom wahren Wer#, dass also die Verteilungen véh — 6 undd — 6 einander sehahnlich sind.
Das ist zumindest dann plausibel, wehnicht ganz danebenliegt. Wir simulieren obiges Gedankenex-
periment 1000 mal und erhalten die simulierten &etvertef, 05, . . ., 81000. Aus diesen scitzen wir
die Standardabweichung veén

307 —0)?

1000
Das Beispiel ist Rice (1995) entnommen. Das dort erhaltene Ergebsjs4st,011

Wir sind in diesem Beispiel nach dgmarametrischen Bootstrapvorgegangen, d.h. wir haben unse-
rer Simulation ein&/erteilungsannahmeu Grunde gelegt undif den beitigten Parameter den Sitia-
wert eingesetzt.

Sé\N

Beimnichtparametrischen Bootstrapverzichtet man auf eine Verteilungsannahme und greift direkt
auf die beobachteten Daten zu. Man erzeugt sé&hlich eine simulierte Stichprobe, indem man aus den
Originaldaten mit Zuiicklegen zieht. Auch hierzu ein einfaches

Beispiel: Aus einer Fischpopulation werdenindividuen gezogen. Dekrte Fisch der Stichprobe ist
I; cm lang und wiegy; Gramm. Sei cm die durchschnittliche ange undj Gramm das durchschnitt-
liche Gewicht der Fische in der Stichprobe. Wie gut kann man das dinittisbe Gewichtg und die
durchschnittliche Bngel der Fische in der gesamten Population dtgdmdiscrﬁtzen?

Um diese Genauigkeit zu satzen, simulieren wir das Ziehen aus der Population, indem wir aus
unserer Stichprobe-mal mit Zuriklegen ziehen, d.h. einige Fische werden doppelt ausigievandere
gar nicht. Die empirische Verteilung der Gewichte ur&hfen der Fische in der Stichprobe soll also die
entsprechende Verteilung der Fische in der Population approximiernen.g8eind{* die Durchschnitts-
werte in der mit Zuiicklegen gezogenen “Bootstrap”-Stichprobe. Wir wiederholen digsegang sehr
oft, z.B. 1000¢, und schauen uns jeweils die Differefpz g* bzw.[ —I* zwischen den Sétzwerten und
den Boostrap-Sdizwerten an. Wir gehen dann davon aus, dass die Differeng bzw.[ — [ ahnliche
Werte annimmt.

Bootstrap in der Phylogenie-Scltzung anzuwenden, um die Ergebnisse eines Bauna@ebrfah-
rens zu berurteilen, sdmt Felsenstein (1985) vor. Um einen simulierten Datensatz zu bauea aah
aus dem homologen Sequenzen deahgem jeweilsm Positionen (also Spalten des Alignments) mit
Zuruicklegen. Auf den so zusammengesetzten Datensatz wende man das lgdevestahren an. Das
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wiederhole man ganz oft, z.B. 1000 mal, und beschrifte jede Kante deeau3rdinaldaten gesate-
ten Baumes mit der relativen Anzahl der BootstrequiBie, die diese Kante auch haben (im Sinne eines
Splits der Blatt-Menge).

Die Interpretation der Felsenstein’schen Bootstrap-Werte ist nichtgamastritten. Hillis und Bull
(1993) stellen fest, dass die BootstrapeBne schlechter sind als der aus den Orginaldaten geseh
Baum und ziehen daraus den Schluss, dass die Bootstrap-Werte Kiathals die Wahrscheinlichkeiten,
dass die Kanten stimmen. Efron, Halloran, Holmes (1996) stellen klar, ddes Tt beim Bootstrappen
im allgemeinenWs(6* = ) < Ws(d = 6) gilt, dass abefWs(6* = §) ~ Ws(d = 6) gilt, dass also
der Unterschied zwischen den gebootstrapten und demimglich geschtzten Baum Aufschlul? gibt
Uber den Unterschied zwischen dem géseten und dem wahren Baum. Sie schlagen vor, abermals
Bootstrap anzuwenden, um die Genauigkeit der ersten Bootstrap-fiéetihcschtzen.

4.7 Modelle der Sequenz-Evolution mit Insertionen und Deletinen
4.7.1 TKF91

Den vielen Substitutionsmodellen stehen nur wenige Sequenz-Evolutiontengelgeriber, die Inser-
tionen und Deletionen bécksichtigen. Das erste solche Modell ist das TKF91-Modell von Téorn
Kishino und Felsenstein (1991). Wie wir sehen werdéhyifes zu einer Hidden-Markov-Struktur auf
den Alignments und ist daher mit effizienten Alignment-Algorithmen ségich.

Jede Position wird deletiert mit einer Rateind zwischen je 2 Positionen und am Anfang und Ende
der Sequenz werden mit Rateeinzelne neue Positionen einggf. Existierende Positionen evolvieren
unablangig voneinander gei® einem der einsdidigen Substitutionsmodelle, etwa HKY. Liegt eine
Sequenz der &nge N vor, so kann jede deN Positionen geéischt werden und es kann & + 1
Stellen etwas eingéaft werden. Damit daraus kein Ungleichgewicht &chst, was bedeuteninde,
dass die Sequenzen immé@nber vilrden, istA < p vorausgesetzt. Wir erhalten damit ein reversibles
Gleichgewicht auf der Sequesrige: Seir,, die Wahrscheinlichkeit, dass die Sequenz diaden hat.
Damit (,,),, reversibles Gleichgewicht ist, muss - A - (n + 1) = w41 - - (n + 1) gelten. lost man
diese Rekursion, so folgt wegén, ., 7, = 1.

- () ()

Die SequenZnge im Gleichgewicht ist also geometrisch verteilt und ihr Erwartungssteyt >, n -
%)n (1 — %) = M%A Im TKF91-Modell wird davon ausgegangen, dass dimdge der Ursequenz

zufallig ist und genal3 der statiofren Verteilung verteilt.

Wegen der Reversibilit des TKF91-Modells&nnen wir bei zwei zu alignierenden Sequenzen oBdA
davon ausgehen, dass eine der beiden die Urseqenz der anderen ist.

Wie kommt man nun von dem Insertions-Deletions-Prozess zum Alignment@nadngmen man
weild genau, wie der Prozess abgelaufen ist. Kann man dann ein Alignmsctiteiben?

Betrachten wir folgende Realisierung des Prozesses als BeiBmsétlit fir eine vorhandene oder

eingefigte “Base”, ein Kreuzcheriif eine Deletion):
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Zeil

X B V
B B B BBBBB B B

Das dazugetrige Alignment wird so notiert:

_BBBB__B_BB
B_BB_BBBBBB_B

Eigentlich lonnte man es genauso gut auch so notieren:

_BBBB___BB B
B_BB_BBBBB_BB

Um jedoch die Notation (mandante auch sagen die Abbildung von den Evolutionsgeschichten auf
die Alignments) eindeutig zu definieren, wird im TKF91-Modell folgende Wntion verwendet: jede
eingefigte Base wird als “Kind” des linken Nachbarn aufgefasst uiiiahst nahe an diesem notiert.
(Insertionen am Sequenzanfang sind Kinder einer unsichtbarerrhlitdien Position.) Folgendes Bild
zeigt die Stamméume, die si%h dBamit ergeben:

B B B B B
Zeit

x 1 V
B B B BBBBB B B
Diese Konvention Kirt nicht nur die Abbildung von den Evolutionsgeschichten auf die Aligrimen
und stattet damit die Alignments mit Wahrscheinlichkeiten aus, sie sorgt atinh diass die Alignments
eine HMM-Struktur erhalten. Zuthst Knnen wir das Alignment in Bicke aufteilen. An jeder Position
der Ursequenz beginnt ein solcher und umfasst deren “Nachkomhadtisc
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B|| B B B_—__|{| B —-||B|l B

B -/ B B -BBBB|| B B[] B

Die Blocke sind voneinander stochstisch urafdig. Wenn ein neuer Block beginnt, stellt sich
zurachst die Frage, ob die Urpositidiiberlebt. Das tut sie offensichtlich mit Wahrscheinlichkeit.
Wenn die Urposition mindestens einéherlebenden Nachkommen hat (einschlie3lich ihrer selbst), ist
die Anzahl deriberlebenden Nachkommen geometrisch verteilt. Das kann man sich folgexften
klar machen: Dass es mindestens einen Nachkommen gibjustalent dazu, dass es einen gibt, der
unter allen Nachkommen am weitesten links steht. Wariten dann weitere Nachkommen herauswach-
sen? Nur aus der Abstammungslinie des am weitesten links stehenden,rajgstriehelten Linie im
linken Teil des folgenden Bildes:

B _ 272

B _ ) B _ R
OIM@
t

B 97 _ B B 277 B B B B ???

Setzt man die Teil§ttke dieser Abstammungslinie zusammen, s@lerhan ein Intevall0, ¢]. Falls
daraus wieder mindestens éibherlebender Nachkomme entspringt, so betrachte man wieder den linke-
sten davon und mache sich klar, dass alles weitere nur aus dessen Absgstimriherauswachsen kann
(der gestrichelten Linie im mittleren Teil des obigen Bildes). Auch diese Abstamgstinie entspricht
dem Intervall[0, t]. Wenn daraus wieder mindestens ein Nachkoniimerlebt, ist man wieder in der
selben Situation, und so weiter. Dahé&mnigt die Anzahl der noch dazukommendgrerlebenden Nach-
kommen, also der Gap-Extensions in der Ursequenz, nicht davon afieleigerlebende Nachkommen
bzw. Gap-Positionen in der Ursequenz wir schon gesehen habeist@agr gerade die Gadhtnislo-
sigkeit, die die geometrische Verteilung eindeutig charakterisiert. Auch dffadetten bleiben jeweils
geometrisch lange in einem Zustand. Zusammen mit der stochastischenddgajideit der einzelnen
Blocke des TKF91-Modells folgt die Markoff-Eigenschaft der Alignmeigs TKF91-Modells.

Das heil3t; Falls man ein Alignment gaffidem TKF91-Modell simulieren will, braucht man nicht
den Insertions-Deletions-Prozess im Rechner ablaufen zu lassedammdaraus das Alignment zu
extrahieren. Man kann stattdessen auch gleich eine Markoff-Ketteemufadbgebildeten Graphen um-
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herspringen lassen. Dighergangswahrscheinlichkeiteargen dabei voa, 1 undt ab. Wenn es nur um
zwei Sequenzen geht, kann man die Mutationsraten stets so skalieen=dagjilt. Entscheidender als
die Moglichkeit, Sequenzpaare effizient zu simulieren, isfirigh, dass wir fir das Alignment-Problem
und alles, was damit zusammemigt, die in Abschnitt 2 beschriebenen effizienten HMM-Algorithmen
verwenden knnen. So &nnen wir etwa auch Maximume-Likelihood-Methoden einsetzen, um aus einem
Paar unalignierter Sequenz&nu und Substitutionsraten zu stifzen.
Details der Berechnung d&ibergangswahrscheinlich-
e keiten fur das TKF91-Modell findet man in Thorne, Kishi-
< ) \ no, Felsenstein (1991) und Metzler, Fleil3ner, Wakolbinger,
@ Q 4. von Haeseler (2001). Wir besé@mken uns hier auf eine
)/ vereinfachte Variante des TKF91-Modells, bei de& 1
gilt. Damit gibt es dann aul keine Gleichgewichtsver-
teilung mehr @ir die Sequenénge. Theoretisch operieren
die Mutationen auf unendlich langen Sequenzen, und wir gehen dagpdaas die zu alignierenden Se-
guenzen aus diesen langen Sequenzen herausgeschnitten wutdkssilie Positionen, die links und
rechts der zu alignierenden Sequenzen liegen, jeweils in allen Sequemaetog sind. Daher béi-
gen wir in diesem Modell keinen Start- und keinen End-Zustand. Stattdgsben wir davon aus, dass
wir jeweils in einem Zustand%, der nichts in die beobachteten Daten emittiert, beginnen und enden.
Dass dieses Modell in einem geeigneten Sinne reversibel ist, wird in MeE@®ner, Wakolbinger,
von Haeseler (2005) gezeigt.

Ein Vorteil des vereinfachten Modells ist, dass sich dergangswahrscheinlichkeiten leichter be-
rechnen lassen. Wir gehen im Folgenden ¥en 1 aus. Mit den selben Argumenten wie oben gilt auch
im vereinfachten TKF91-Modell, dass die Anzakilder zur Zeitt = 1 Uberlebenden Nachkommen
(ggdf. einschlieBlich der Position selbst) einer Ursequenz-Position gdaeateterteilt ist, sofern darauf
bedingt wird, dass mindestens ein Nachkomimerlebt. Also gibt es eine Wahrscheinlichkgitnit
Pr(X =k|X >0)=(1-p* ' pundE(X|X > 0) = 1/p. Die Rate @ir das Hinzukommen
von Positionen diesselbe ist wie die Rale das Verschwinden von Positionen, bleibt die erwartete An-
zahl an Nachkommen konstant. Also gl = 1. Wenn eine Positiofiberlebt oder mindestens einen
Uberlebenden Nachkommen hat, so ist der Erwartungsivedié Anzahl an Linien, die bis zum Zeit-
punktt = 1 aus der entsprechenden Abstammungslinie nach rechts herauswaygbsdnder Rate\.

Da jede der herauswachsenden Linien im Mittel eiiibarlebenden Nachkommen zur Zeit 1 hat, folgt
E(X|X >0)=1+ Aundsomitp =1/(1+ \). Aus

1 = EX =Pr(X >0) -EX|X >0)+Pr(X =0)-E(X|X =0)
= Pr(X>0)-(1+A)+Pr(X=0)-0

folgt Pr(X > 0) =1/(A+1).
Fur die Berechnung ddibergangswahrscheinlichkeiten zwischen den @gén;, B und B folgen
nun zwei Beispiele. Bedingt darauf, dass der aktuelle Zustaist] ist die Wahrscheinlichkeit, dass der
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nachste Zustang ist, also dass die Position einen weiteren Nachkommen hat,

1A
T4+XA 14X

Das EreignisX > 0 kann dadurch zustandekommen, dass die Urpoditi@nlebt oder dadurch, dass
sie stribt und eineiiberlebenden Nachkommen hat. Also gift* + (1 —e™) - Pr(® — 3) = Pr(X >
0) =1/(A+ 1) und somit
1—e M1+ N)
(1—eMA+N)

Die Berechnung deiibrigenUbergangswahrscheinlichkeiten wird den Leserinnen und Lesern als
Ubungiiberlassen.

Pr(?— 5) =

4.7.2 TKF92

Eine Schviche des TKF91-Modells ist, dass nur Insertionen und Deletionen eemzedisitionen zu-
gelassen sind. Das erscheint biologisch unrealistisch. Eine Weiterehtmgclst das TKF92-Modell
(Thorne, Kishino, Felsenstein, 1992). Es erlaubt auch InsertiondrDeletionenangerer Fragmente
und stattet ebenso wie das TKF91-Modell die Alignments mit einer HMM-Strakts. Der Unterschied

zu TKF91 ist lediglich, dass nicht einzelne Positionen eiagetind herausgenommen werden, sondern
Fragmente, die geometrisch lang sind. Die Wahrscheinlichkeit eines Fregrh&éngen zu haben, ist
alsor™~1(1—r), wobeir ein zusatzlicher Modellparameter ist. Die Fragmentierung bleibt erhalten, d. h.
Fragmente &nnen nur einzeln und als Ganzes deletiert werden und neue Fragndenenknur zwi-
schen anderen Fragmenten eiriggfwerden. Die Ursequenz ist bereits auf unbeobachtbare Adiiguf

in Fragmente geometrisch verteilteéimge unterteilt. Wenn ein Fragment der Ursequenz mindestens
eineniiberlebenden Nachkommen zur Zethat, dann ist die Anzahl der Fragmente, die vom Urfrag-
ment abstammen und zur Zeitnoch leben, geometrisch verteilt, denn bei TKF92 verhalten sich die
Fragmente so wie die Positionen bei TKF91. Jedes Fragmeritlegdometrisch viele Positionen (mit
einem anderen Parameter als die geometrisch verteilte Anzahl der Fraprbambdt ist die Anzahl der
uberlebenden Positionen in dem Block wieder geometrisch verteilt. Allgemeimagilich, dass geome-
trisch lange Summen identisch unalplgig geometrisch verteilter Zufallsvariablen wieder geometrisch
verteilt sind. Davon kann man sich leidiiberzeugen: Sei dazu — p)" ! die Wahrscheinlichkeit eines
Fragments, Bngen zu haben und sek(p) eine Prozedur, die nach Eingabe yomit Wahrscheinlich-
keit p eine 1 und sonst eine 0 liefert. Danarknen wir die GesanithgeN derUberlebenden Fragmente,
bedingt aufN > 1, mit folgender Prozedur simulieren:

N :=0
Repeat
Repeat

N:=N+1
until  R(p) =1
unti  R(1—r)=1
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Ausgabe N

Dieses Programm ist offensichtliéguivalent zu folgendem:

N:=0
Repeat
N:=N-+1
unti - R(1—7r)-R(p) =1
Ausgabe N

Damit ist klar, dassV mit Wahrscheinlichkeit1 — p(1 — 7))*~! - p(1 — r) den Wertk annimmt.

Also ist N ebenfalls geometrisch verteilt. Man bleibt also auch beim TKF92-Modelhgtidsch lange
im Zustand ;. Entsprechendes folgt auctirfdie Zuséinde £ und & aus der geometrischerahge der
Fragmente. Zusammen mit der stochastischen Uinadibkeit der Bbcke, die wie bei TKF91 auch bei
TKF92 gilt, folgt die Markoff-Eigenschatft der Alignments im TKF92-Mdld®asselbe gilt auch in einer
vereinfachten Variante des TKF92-Modells mit= . (siehe Metzler 2003). Wir berechnen als Beispiel
eineUbergangswahrscheinlichkeit. Sei dazdie erwartete nge eines Fragments. Dannlist § —
B) im vereinfachten TKF92-Modell das Produkt der Wahrscheinlichkelt, dass das Fragment mit
dem homologen Positionenpaar endet, der Wahrscheinlichkeit, dass Hieggnent keinen weiteren
Uberlebenden Nachkommen hat, und der Wahrscheinlichkeit, dassaldslgande Fragment deletiert
wurde. Das sich die Fragmente wie Einzelpositionen im vereinfachten TRikell verhalten, folgt

1—e?
Pr(pg— B)= ———.
(s =) v-(A+1)
Alle weiterenUbergangswahrscheinlichkeiten des vereinfachten TKF92-Modeldenaten Leser-
innen und Lesern zudbungiiberlassen.
Man beachte, dass diese Eigenschaft dadurch erkauft ist, dassseimigr KF92-Modell verboten
ist, z.B. folgendes:

B B B B B B B B
Zeit

B B B B B B B B

Ob solche Einsclmkungen beim Alignieren eines Sequenzpaares von praktischentBedesind,
wird in Metzler (2003) untersucht.

4.8 Phylogenieschtzung aus unalignierten Daten

Multiples Alignment funktioniert, wie wir fiher schon einmal diskutiert haben, gut, wenn man die Phy-
logenie der Sequenzen kennt. Will man aber aus den Sequenzen letztéohBziom scétzen, steckt
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man in einem Dilemma: Nimmt man zum Alignieren einen &aflgen Baum an, wie etwa bei Clu-
stalW, kann das Alignment von diesem Baum beeinflusst sein, so dassaeid basierende Phyloge-
niesctatzung in Richtung des va@nifigen Baumes verzerrt ist.

4.8.1 Paarweise ML-Parameterschtzung

Einen Ausweg aus diesem Dilemma, der auf dem TKF92-Modell beruHgget Thorne und Kishino
(1992) vor: Gegeben seienSequenzesy, sa, . . ., s,,. FUr jedes Pagfs;, s;) seit;; die zeitliche Distanz

im wahren Baum. Thorne und Kishino stthen zuéchst fir jedes Sequenzenpaar die Paramgtey,

ti; 1, UNdt;;.S, wobeiS die Substitutionsmatrix ist, und konstruieren dann aus den Distanzen, ¢etwich
mit den Streuungen der Satzungen, den Baum mittels eines Distanz-Verfahrens.

Im Detail: Mit einer Kombination aus dem Viterbi-Algorithmus und numerischetir@prung wer-
den zurachst die ML-SchtzerSt;;, uit;; undr; fur jedes Sequenzpaar berechnet. Epgei= st /it
wobei die mittlere Substitutionsrate ist (gemittelt wiiter alle Aminoauren geraf3 ihren Hufigkei-
ten). Die wahren Wertdif p undr sind im ganzen Baum gleich, aber die &tdungen aus den einzelnen
Sequenzpaaren werden sich @aahst unterscheiden. Als Sitlaerp* und »* fur diese Golden werden
daher die Mediane vofy;; | ij} bzw.{r;; | ij} verwendet. AnschlieBend werdghundr* festgehalten
und in einem zweiten Durchgang werden noch einmal die Weriefur alle Sequenzpaare gestst.
Die Ergebnissel;; dieses zweiten Durchgangs sind die Distanzen, die zur Bautmsoiy verwendet
werden.

Fur jedesd;; wird die Varianz der Schtzung approximiert. Dies geschieht mit Hilfe der Fisher-
Information I(d;;) = —E% (d;j), also der erwarteten Kimmung der log-Likellihood an der Ma-
ximalstelle. (Die Kiimmung ist zudllig, da sie von den Daten abhgt!) Aus der Statistik ist bekannt,
dass der Kehrwert der Fisher-Information die Varianz des MLagwrs asymptotisch aéhert. Thorne
und Kishino (1992) scitzen aus dem Verlauf der Likelihood-Kurve der jeweiligen Distanz dieefFish
Information und daraus die Varianz des Stders. Seizfj die so gewonnene Approximation der Varianz
der Sclatzungd;;. SeiT;; die Distanz vors; unds; im Baum7'. Mit einem Algorithmus von Fitch und
Margoliash (1967) wird dann der Baum gesucht, der die Summe der getenlguadrierten Differenzen

zwischen den gesétzten Distanzen und denen im Baum

dij — Ty)?
> st

i<j ij

minimiert. Thorne und Kishino schlagen vor, anschlieBend mit einem “PsBadtstrap-Verfahren” die
Baumschtzung zu beurteilen: Die “Pseudo-Bootstrap-Weig'werden dabei aus einer Normalvertei-
lung mit Mittelwertd;; und Varianz:; gezogen.

Da das Verfahren von Thorne und Kishino auf paarweisen Distaresiar vernackilssigt es einen
Teil der in den Sequenzen enthaltenen Information.
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4.8.2 Aktuelle Ansatze

Es ware wiinschenswert, ausgehend von einem Modell wie TKE®@gégebene Sequenzen simultan das
multiple Alignment und den Stammbaum &tren zu Bnnen.

Ein Problem ist bereits: Wie berechnet man die Likelihood eines Baumeg§ebene unalignierte
Sequenzen? Die Konvention zur Alignment-Notation der TKF-Modelle karm snaauf Multiple Ali-
gnments verallgemeinern, dass eine Multiple-Hidden-Markov-Struktutedntdazu muss man aller-
dings im Falle des TKF92-Modells fordern, dass die Fragment-Struktuaimen Baum erhalten bleibt,
was etwas problematischer ist als wenn es nur um paarweise AlignmentEigéde. Ansitze probieren
mehrere Sequenzeirfdie die inneren Knoten durch. Das Multiple Alignment ergibt sich dannijswe
aus den paarweisen Alignmentmnbs der Kanten. Dynamische Programmiertbgr alle Kanten und
alle denkbaren Alignments der Sequenzen in dexit8in ist im worst case exponentiell in der Anzahl
der Blatter. AulRerdem sind die Algorithmen sehiibersichtlich.

Einige Angitze fir simultanes Alignment und Baumsihen versuchen es mit MCMC-Sampling
oder simulated Annealing. Dabei werden Baum-Sampling-Verfahren véevola Mau, Newton und
Larget mit Alignment sampling kombiniert.

Aktuelle Arbeiten, die sich mit dem Problem befassen: Holmes, Bruno [2QQihter, Miklbs,
Song, Hein (2003), FleiBner, Metzler, von Haeseler (2005), MetZleizner, Wakolbinger, von Hae-
seler (2005). Wir befassen und nun noch mit einigen Ideen aus diebeitex.

Um die TKF-Modelle auf den Fall multipler Alignments zu verallgemeinern, isteameLunter et al.
(2003) vorgeschlagene, kompaktere Notatidizlhch, bei der paarweise Alignments (ohne Informatio-
nentber die Nukleotid- bzw. Amin@auretypen) durch jeweils eine Zeile dargestellt wird. Wir schreiben
E alsH (fur homologes Paar)g alsB (fur Birth, Geburt) undfB alsk (fur Ende). Fir g ? schreiben wir
nicht EB sonderri (fir nicht homolog), denn dadurch werden tlibergangswahrscheinlichkeiten stark
vereinfacht, zumindest im TKF91-Modell. Hier ein Beispiét tlie Notation:

.
.
|
|
|

Zeit l
4 s

B BB N BBH B BHBE N EH

X

Stammt eine Positioneiner Sequenz von einer Positigrin der Ursequenz in einer Weise ab, die
durchH oderN dargestellt wird, so bezeichnen wir die Positioals Erbender Positionj. Ist dann eine
Positionk in einer weiteren Sequenz ein Erbe vigrso istk auch Erbe vory. Eine Position, die selbst
kein Erbe ist, hei3Grunder Das sind genau die Positionen, die einBrantsprechen. Eifihl (Abk.
fur tree-indexed heirs-line, baumindizierte Erbenlinie) ist die Menge allsitiBooen in Sequenzen in
verschiedenen Knoten, die Erben desselbam@ers sind.

Wenn nach zwei homologen Paositionen im Stammbaum auf verschiedenéenkeue Ginder
eingefigt werden, didiberlebende Erben in dend@tern des Baumes haben, so muss @¢kierden,
welche der Positionen im Alignment zuerst (also weiter links) notiert wef8ewird also eine Verallge-
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meinerung von Thorne, Kishino und Felsensteins Alignmentnotationsktomdrerdtigt. Dazu werden
die Knoten des Baumes in einer Weise durchnummeriert, so dass jeweilstdeeies Knotens eine

groRere Nummer bekommt, als der Sohn selbst, also z.B. so:
root
17

14

Leaf2 2 Leaf 9

13

11 Leaf 8

5 6 10 Leaf 7
Leaf 4 Leaf5 Leaf6

Leaf 3

Im Zweifelsfall wird dann das Tihl zuerst notiert, dessefi@ter am Knoten mit der kleineren Num-
mer steht. Im Umkehrschlu® bedeutet das aber folgendes, wenn malighamekt von links nach rechts
liest: Wird an einem Knoten ein @nder eingdigt, so kann an einem Knoten, der eine kleiere Nummer
hat und bei dem kein Erbe desifbiders steht, imdchsten Schritt kein Gnder eingdigt werden. Die-
ser tatte ramlich vor dem erstgenannten ifBider notiert werden iissen. In diesem Sinne deaktiviert
also ein Tihl solche Knoten. Alle Knoten, an denen Erben désm@ars stehen, werden aktiviert. Tihls
kdénnen dann nur an aktiven Knoten einggtfwerden. Folgendes Beispiel zeigt die Aktivierung und De-
aktivierung von Knoten durch einen Tihl. Aktive Knoten sind schwasasgive Knoten weil3 dargestellt.

o H

Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit eines Tihls geht als FedlddNahrscheinlichkeit ein,
dass an der entsprechenden Stelle bei keinem der deaktivierten TilBsieider eingdigt wird. Beim
(evtl. vereinfachten) TKF91-Modelldngt die Wahrscheinlichkeit eines Tihls nur davon ab, wie das Tihl
zusammengesetzt ist und welche Knoten gerade aktiv sind. Somit erhaftemwnultiples Hidden-
Markoff-Modell, wobei die versteckte Kette gerade die Abfolge der dfgmaktiver Knoten ist.

Fur einen Multiindext = (k1, ..., k) € N, wobeim die Anzahl der Bhtter des Baumes ist, sei
P(k) die Wahrscheinlichkeit, dass das hier beschriebene multiple Hutééles Blatb; die dort stehen-
de Sequenz bis zu Positiagnemittiert und dann ohne weitere Emission in den Endzustand springt, bzw.
im vereinfachten TKF91-Modell, wo es keinen Endzustand gibt, adistes ein Tihl eirifgt, das seinen
Grunder in der Wurzel des Baumes hat und alle Kanteibéschriftet. Um eine Rekursiotif P (k) zu
definieren, die wir dann benutzefiknen, um mit dynamischer Programmierung die Wahrscheinlichkeit
der emittierten Daten zu berechnen, tiégen wir noch einige weitere Bezeichnungeiir Ein Tihle sei
ve € {0,1}™ ein Vektor, der an-ter Stelle genau dann eine 1 hat, wenn das BJats Giinder oder Er-
be zum Tihle gelbrt. p(e) sei die Wahrscheinlichkeit des Tindsalso die Wahrscheinlichkeit, dass eine
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Position vor dem Ginderknoten vom inseriert wird und so wie durchangegeben entlang des Baumes
evoluiert. Dass der Gnderknoten aktiv ist, wird dabei vorausgesetzt, k) ist die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Position, die gé@fle evoluiert, in jedem Blatb;, auf dem ein Erbe oder Gnder vore liegt,

die Aminosaure bzw. das Nukleotid emittiert, das in der betreffenden Eingabesegnestelle:; steht.
q(e) sei die Wahrscheinlichkeit, dass an keinem der Erben-KnoteB eingefigt wird, wobei wir dar-
auf bedingen, dass alle Erben-Knoten voaktiv und alle Knoten mit éherer Prioriét (also kleinerer
Nummer) passiv sind. Mit diesen Bezeichnungen gilt

P(k) = ple)-qle) - Pr(k —ve) - Oe, k).

Eine Herleitung dieser Gleichung findet man bei Lunter et al. (2003) uatlst et al. (2005). Ein
Problem ist dabei, dasaifeinige Tihlsv. = (0, ... ,0) gelten kann. Daher tritP (k) auch auf der linken
Seite der Gleichung auf und wirimsen die Gleichung nadh(k) aufldsen, um eine saubere Rekursion
zu erhalten:

P(k) = > ple)-qle)- P(k—ve)-d(e,k)+ Y ple)-qle)- P(k)

—

e: ve;é(_f e : ve=0

De v Pe) - qle) - P(k—wve) e, k)
1=>, . ,.—gp(e)-qle)

Lunter et al. (2003) verwenden eine etwas andere Rekursion, bigvaeils mehrere Tihls gemein-
sam behandelt werden, wodurch der Rechenaufwand bei demiseieen Programmierung vermindert
wird. Dennoch RAngt der Rechenaufwand exponentiell von der Anzahl d&it&1 des Baumes ab.

Beim (evtl. vereinfachten) TKF92-Modell sind die Adhgigkeiten komplizierter. Dort ist in den
Zustanden der versteckten Kette nicht nur die Information enthalten, welcheeKmaktiv sind, sondern
auch fir jeden Knoten ob an der linken Nachbarposition eine Deletion odetimseirfolgt war. Damit
werden nicht nur die Formeln komplizierter, sondern auch die Beregemuaufvandiger. Praktisch
stoRt dann die dynamische Programmierung bereits bei ittrigen Baumen an ihre Grenzen.

Die Hoffnung liegt nun auf Verfahren, bei denen mit den hier besbbrien Methoden jeweils die
Alignments von Sequenztripeln schrittweise verbessert werden. Aeifdendrd versucht, ein Bayes-
sches Phylogenie-Sampling-Verfahren wie das von Mau und Newton soganzen, dass zusammen
mit den Stamméumen auch die Alignments géff der a-posteriori-Verteilung erzeugt werden. Dazu
sollen wahrend des Verfahrens lokale ¥@derungen an den Alignments von Sequenztripeln vorgenom-
men werden.

4.9 Modelle fur die Evolution quantitativer Merkmale

Manchmal sollen anhand von quatitativen Messungen Starams fir Arten rekonstruiert werden. Da-
bei kann es sich zum Beispiel um Anzahlen von Genen handeln, um Mgedten oder um morpho-
logische Daten wie Gewicht, GBe oder bestimmted€permafie. Um auch hier Maximum-Likelihood-
Methoden anwenden zwknen, beatigen wir wieder ein Modell dair, wie solche Merkmaleings der
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Kanten eines Baumes evoluieren. Bei Merkmalen mit kontinuierlichem Weeiehebietet es sich an,
die Evolution des Merkmalsahgs des Baumes (nach geeigneter Transformation, z.B. mit dem Loga-
rithmus) durch ein®@rownsche Bewegurmy modellieren. Es handelt sich dabei um einen markoffschen
stochastischen Prozess, bei déber eine Zeitspannejeweils zufillige normalverteilte Wertzuachse
mit Mittelwert O und Varianz-? = ¢ hinzukommen (siehe Anhang A.6).

Als Beispiel betrachten wir folgenden Baum mit dem Knoten 0 als Wurzel.

Fur ein Merkmal, das sich geift dem Brownsche-Bewegung-Modell entlang des Baumes entwickelt,
seiX; der Wert im Knotern. Der Prozess starte im Knoten 0 mit einem nichtadigen WertXy = zg €
R. Damit gilt EX; = x( fur alle:. Die Varianz (vgl. Anhang A.4) entspricht jeweils der Entfernung von
der Wurzel, also gilt z.B. v&X5) = 11 + l2 + I5. Anhand eines Beispiels machen wir uns klar, dass die
Kovarianz (vgl. Anhang A.4) zwischeX; und X; der Varianz vonX;, enspricht, wobek der jungste
gemeinsame Vorfahr vohundj sei:

cov( X5, X4) = cov(X5 — X3+ X3, X4 — X3+ X3)
= cov(X5; — X3, Xy — X3) + cov(X5 — X3, X3)
+ cov(X3, Xy — X3) + cov(X3, X3)
= varnXsz) = l1 +13

Wir untersuchen nun die gemeinsame VerteilungXienoch etwas genauer. Sgijeweils der Vater
des Knoteng. Dann sind die Werte(Xi\_/lf”i
erklart wird, gilt allgemein) voneinander unaifgig und standardnormalverteilt. Sie bilden also einen

standardnormalverteilten Zufallsvektor. Auf3erdem ist die Abbildung

X1—-X
Vi

v] Xl

eine affine Transformation, also mit einer passenden Maffixnd einem Vektow darstellbar al§” —
v+ MY = X. Damit ist auchX normalverteilt und seine Verteilung ist durch die Erwartungswerte und
Kovarianzen deiX; bestimmt.

Es seien nun die Wert&; in den Bhttern gegeben. Wie sétzen wir den “Startwert’ in der
Wurzel und den Baum, oder zumindest dessenafigitn bei bekannter Topologie? Wir streben auch
hier wieder einen ML-Ansatz an. Wir betrachten aahst ein einfaches

Beispiel: Furi = 1,. .., p seien jeweils ein Merkmal gegeben, das ausgehend irogsjen gemein-
samen Vorfahren zweier Taxa im unbekannten Wgjt gestartet ist und nun bei den beiden Taxa den
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Wertx1; bzw.zoi hat. AulRer den Wertery;; sind auch die evoluticaren Distanze#; und/, der beiden
Taxa zu ihremiingsten gemeinsamen Vorfahren zuéekn. Wir gehen davon aus, dass bei gegebenem
Startwertzy; der Wert nach evolutidirer DistanZ normalverteilt mit Mittelwertzo; und Varianzﬁoi2

ist. Zu maximieren ist also folgende Likelihood:

_ (=i — IZO) _(zio— I’LO)

p
L(xo,&?&) — H 20102 209072
i=1 \/2770'251 1/2%0252
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paiey 27ra2 0145
202 (w2
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Zunachst zur Wahl vory. Um die Likelihood zu maximieren, issen wir im Exponenten die Werte

)2 )2
(l'lz xO'L) 4 (332@ CL'OZ)
2 {s

minimieren. Das erreichen wir mit

mlz + x27,
To; =
at

Setzt man das oben ein, so bleildgrund /5 so zu wahlen, dass

1 Z (211_121)2
Lo Tl 20T te)
VA1

moglichst groR wird. Dazu lassen wiy/, moglichst klein und/; + ¢, moglichst grold werden, indem wir
£1 = 0 setzen und, gegenco gehen lassen (oder umgekehrt). Hingegen wird die Likelihood besonder
klein flr ¢ = 4.

Was ist der Grundifr dieses absurde Verhalten? Eine heuristischedErkl: Irgendwie haben wir
eine Variable zuviel in unserem Modell. Diegdifbei/; = 0 weg, denn dann stimmg; mit x; Uberein.
Es gibt verschiedene Aétze, dieses Problem, das auch bei Analysen mit mehr als 2 Taxa auftritt, von
vornherein zu vermeiden. Eineddlichkeit ist, zu fordern, dass die Molekulare-Uhr-Eigenschaft gils, d
also alle Bétter des Stammbaums dieselbe Distanz zur Wurzel aufweisen, vgl. Thoifdj@5d). Die
REML-Methode (REduced Maximum-Likelihood) von Felsenstein (sieheleBenstein, 2004) basiert
hingegen auf der Idee, die Wurzel zu vermeiden und sich nur aufaungelte Baume zu beziehen. Im
obigem Beispiel wirde man also statty, £; und ¢y nur die Gesaméinge/; + ¢, der beiden Kanten
schatzen. In obigem Beispiel ergibt die ML-Siatizung

) 1 Zp: <€L‘1i 902@')2
1+l =— — .
b oy

i=1

Nun zur Berechnung der Likelihood eines Baumes im Brownsche-Bavgelylodell, also der Wahr-
scheinlichkeitsdichte, dass entlang eines Baumes mit gegebener kKagiemimehrere Merkmale so mu-
tieren, dass die in den Bitern beobachteten Werte dabei herauskommen. Wir gehen davoassialld
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Merkmale unabéingig voneinander ohne Selektion mutieren. Vdinken wieder 0.B.d.A. von einem ein-
zelnen Merkmal ausgehen, denn die Gesamtwahrscheinlichkeit istathgdPder Wahrscheinlichkeiten
jedes einzelnen Merkmals. S&i= (71, ..., Z,,)" der Zufallsvektor der Werte, die das Merkmal in den
Blatternby, . .., b,, annimmt. Da es sich bei den Wert€hum Summen der normalverteilten Zaehse
auf den jeweiligen Kanten handelt, i8tein normalverteilter Zufallsvektor. Geifi dem REML-Ansatz
interessieren uns die Komponenten vomur bis auf einen konstanten Summanden. Anders formuliert:
uns interessieren nur die Differenzen zwischen den Komponefitaton Z. Die Differenzen bilden
ebenfalls aus den oben genannteiir@@en einen normalverteilten Zufallsvektor. Um mit dessen Vertei-
lung besser rechnen zwhknen, etwa um die Likelihood des Baumes zu ermitteldchmen wir diesen
Zufallsvektor auf einen affin transformierten standardnormalverteiltdallBuektor Y zuriickfuhren.
Auf diese Weise erhalten wir dann auch eine Maftixund einen Vektow, so dassZ = M - Y + v
gilt. Es gibt viele Tripel(M, Y, v), die diese Gleichung difilen. Eine Variante von Felsensteins Pruning-
Algorithmus liefert uns eine &sung mit einem standardnormalverteilten Zufallsvekipder besonders
gut zu interpretieren ist.

Wir beginnen mit zwei benachbartend®ernb,; und b,. Sei-
en Z; und Z, die genafld den Modellannahmen Aliigen Werte, 2 Z \ Zs
die das Merkmal in diesen Bitern annimmt. Wie in der neben=!
stehenden Skizze habe dangste gemeinsame Vorfahezu den
beiden Béttern die Absindes und¢. Der Wert K des Merkmals
in diesem Knoten wird nicht beobachtet. Wir weisen ihm aber -
einen normalverteilten Wef” zu, der vonZ; und Z, abhangt,
aber nicht mit der DifferenZ; — Z5 korreliert ist. Dazu setzen
wir W := z-Z; + (1 — x) - Z2 und bestimmenr so, dass ~~/
cov(z - Z1 + (1 — x) - Zo, Z1 — Zo) = 0 qilt:

cov(z-Z1+ (1 —x) - Za, Zy — Zs)
= z-varZy) —x-coZ1,Z2) + (1 —x) - cov(Za, Z1) — (1 — x) - var(Zs)
= z-varZ;) —x-varK)+ (1 —z)-var(K) — (1 — x) - var(Zz)
= z-varZ, — K)— (1 —x)-varZ; — K)
= xz-s—(1—xz)-t

Wir setzen alsa: = SLH und entsprechend’ := s%t -2+ S%rt - Z3. Seir der Abstand vom Knoteh

zu einem BlattZ; ¢ {71, Z»}. Damit gilt vaf K — Z3) = r. Man sollteW nicht als Schtzung fir K
auffassen, denn es gilt

t
var(lWw — Z = var VA — o — 7
( 3) <t+3 1+ 2 3)
t S
= var (41— K — (Zy — K K—-Z
<t+s (2 )+t+s (2 — K)+ 3>
t 2 S 2
= varlZ; — K -vanZs — K varnkK — Z
(s—l—t (2 )+<s+t> (Z2 = K) + var( 3)



£ T sty
= ° 8 : r = T.
(s+1)? (s+1)? s+t

Also ist vaW — Z3) fur jedes BlattZs ¢ {Z1, Zo} um Ss—jt groRer als vV — Z3). Das entspricht
dem Baum, den wir erhalten, wenn wir beim uigpglichen Baum den zweibttrigen Teilbaum mit
den BhtternZ; und Z, ersetzen durch einen einzelnen Knoten, der an eineﬁ&merlangerten Kan-
te hangt und in dem das Merkmal den W(-;ﬁtg -1+ His - Zo annimmt. Die Differenzz, — Z ist
zu allen in diesem neuen Baum auftretenden Differenzen unkorrefiestern neuen Baum a@hlen wir
nun wieder ein Paar direkt benachbarteatBir und wenden darauf den selben “pruning”-Schritt an,
wie zuvor auf der{ Z;, Z, }-Teilbaum. Man wiederholt diesen Schritt — 2 mal, so dass am Ende nur
noch ein zweikittriger Baumilbrig bleibt. Die Differenz zwischen den Merkmalswerten seinéittBf
und diem — 2 Differenzen zwischen den Merkmalswerten der jeweiligen beidéttd3] die in einem
der pruning-Schritte zusammen weggeschnitten bzw. durch ein einzdatesBetzt wurden, sind nor-
malverteilt. AuRerdem sind diese Differenzen zueinander unkorreletenh wir jede solche Differenz
durch ihre Standardabweichung (Wurzel aus der Varianz) teilealtertwirm — 1 Werteyy, ..., ym—1,
die zusammen einen standardnormalverteilten Zufallsvéktaitden. Da alle Transformationen, mit de-
nen wirY ausZ berechnet haben, affin sind und die Hintereinandeidwghg affiner Transformationen
wieder affin ist, gibt es auch eine Matri¥ und ein Vektor, so dassZ = M - Y + v gilt.

Im Prinzip kbnnte manV/ undv aus den pruning-Schritten berechnen. Interessanter ist es allerdings
zu Uberpitifen, ob die Werteyy, ..., y,_1 tatsachlich von unabfingigen standardnormalverteilten Zu-
fallsvariablen kommen. Kann dies durch einen statistischen Test verwadeden, so bedeutet das,
dass etwas an den Voraussetzungen nicht stimmt. Um allgemeine Abweiohuomgéer Nullhypothese
zu testen, kann man als Statisgik+. . . +y2,_, verwenden. Es ist bekannt, dass die quadricatege ei-
nes standardnormalverteilterdimensionalen Zufallsvektorg’-verteilt ist mitn. Freiheitsgraden. Wenn
man eine bestimmte Alternative zur Nullhypothese testen will, kann man einen Likethotienten-
Test verwenden oder sich einfach auf den entsprechenden Teji eschanken. Wenn man damit
unter Beachtung der Problematik des multiplen Testens zum Beispiel zeigendess einer der Werte
y; signifikant zu grol3 oder klein ist, so kann das daran liegen, dass auedtesprechenden Teilbaum
Selektionsdruck auf das Merkmal wirkte. Hier erweist es sich als Vorsisd nicht einfach irgendwie
in einen standardnormalverteilten Vektor transformiert wurde, sondegtess seine einzelnen Kompo-
nenten mit Teilkumen das Baumes assoziiert sind.

Auch wenn man zwischen zwei oder mehogiichen Stammaumen entscheiden will, kann man
die Merkmalsvektoren wie oben beschrieben jewdilsjéden der beiden &8ime transformieren. Die
Dichte derm — 1-dimensionalen Normalverteilung an der durch den transformierten Vektmbgnen
Stelle kann man dann als Likelihood des jeweiligen Baumes auffassen. Wasteere voneinander un-
abhangig neutral evoluierende Merkmale betrachtet, entspricht die LikelilendProdukt der Dichten.

Fundamentalkritik ~ Analysen, die auf piinotypischen Merkmalen beruhen, singlufig problema-
tisch, denn es ist kaum auszuschlieRen, dass die Merkmale unter Saleékiickh stehen oder dass
die verschiedenen Merkmale miteinander korreliert evoluieren. Zum &eih knan solche Korrelatio-
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nen oder die auf die Merkmale wirkende Selektion in die Modelle einbezidhian.muss dann aller-
dings viel Vorwissen in die Modelle einbringen, denn es erscheint als ziemlissichtslos, sowohl die
Korrelations- als auch die Selektionsparameter aus den Datenaizech

5 RNA-Strukturanalyse mit stochastischen kontextfreien Grammatiken

Gegeben sei eine RNA-Sequenz und gesucht sei ihre Séfatnaktur: Welche Positionen bilden mit-
einander Stems, welche dgi#len zu Loops, etc.

A A
G A

> o

—C
—Uu
Beispiel: CAGGAAACWK®NNte so aussehen:C—G

(@}

Gesucht sind also “komplemémtpalindromartige” Abangigkeiten&ngs der Sequenz.ddnen wir
diese Abtangigkeiten mit (versteckten) Markoff-Ketten modellieren? Nein, denM# sind das sto-
chastische Analogon zu regueén Grammatiken. Bei regirien Grammatiken sind Regeln der Formen
A — aB und A — a fur nichtterminaled, B € A und terminalex € 7 erlaubt. Beistochastischen
regularen Grammatiken konnen solche Regeln nicht nur erlaubt oder verboten sein, sondbanh
eine gewisse Wahrscheinlichkéi( A — aB). Dabei gilt:

Vaen Z P(A—aB)=1

BeN,aeT

Beginnend mit einem nichtterminalen Start-SymBolverden diese Regeln gé&fd ihren Wahrschein-
lichkeiten auf das jeweilige nichtterminale Symbol angewandt. So entsteht letitliel-olge von ter-
minalen Symbolen. Hidden-Markoff-Modelléknen wir als stochastische regrd Grammatiken auf-
fassen. Die Menge der nichtterminalen Symhaleentspricht dabei der versteckten Zustandsmenge
Z und die Menge der terminalen Symbdeentspricht dem Alphabet der Emissiondn Um fur ei-
ne HMM die Ubergangswahrscheinlichkeiten der entsprechenden Grammatik ziedefjrsetzen wir
P(A — aB) := Pap - e4(a).

Mit regularen Grammatiken kann man bekanntlich keine Palindrom-Sprachen emzeilgpe wer-
den HMMs bzw. stochastische regué Grammatiken wohl auch nicht ausreichen, um dieahigig-
keiten in RNA-Sequenzen zu modellieren. Also versuchen wir's mal mit deamastischen Analogon
der rachsten Stufe in Chomsky’s Hierachie der Transformationsgrammatikenmitlstochastischen
kontextfreien Grammatiken (SCFG). Bei kontextfreien Grammatiken sind Regeln der Fdrm> «
zugelassen, wobel € N und« eine beliebige Folge von Elementen a\isU 7 sein darf. (Nicht er-
laubt sind z.B. Regeln der FormA3 — ay(3; das vare kontextsensitiv.) Bei Stochastischen Ragerh
Grammatiken starten wir wieder mit eine$ne A/ und wenden jeweils auf alle nichtterminalen Symbole
die Regeln mit gegebenen Wahrscheinlichkeiten an, wobei gelten muss:

Vaen Z P(A—a)=1
ae(NUT)*
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In der von Knudsen und Hein (1999) vorgeschlagenen Grammatik zdelierung der Abkangig-
keiten in RNA-Sequenzen sind folgendeergange mit positiven Wahrscheinlichkeiten belegt £teht
fur “oder”):

S — LS|L
F — LS|aFa|laFclaFglaFu|cFa|cFc|cFg|cFulgFa|gFc|lgF glgFu|uFa|luFcluF gluFu
L — alcglulaFalaFc|laFglaFu|cFa|cFc|cFg|cFulgFalgFclgF glgFuluFaluFc|luF gluFu

L kann Positionen in Loops emittieren uAtlerzeugt Stems. Man beachte, dass in Stems auch Mismat-
ches vorkommen, deswegerilsde es nicht gdigen, F' nur Basenkomplemente emittieren zu lassen.
So ist etwa dieG-U-Paarung rechtdufig in Stems vorzufinden. Natich habenUbergange, bei den
komplemeridire Basenpaare emittiert werden, eidbdre Wahrscheinlichkeit.

Fur die Beschreibung der Algorithmen gehen wir im folgenden davon ags,dle SCFG in Chomsky-
Normalform gegeben ist, dass also nur Regeln der Foren BC und A — a fir A, B,C € N und
a € T vorkommen. Man mache sich klar, dass man jede SCFG auf Chomsky-Nommaifimgen kann.

Gegeben sei nun eine SCFG mit bekanni#ergangswahrscheinlichkeiten und eine Sequerz
(x1,...,21) € TL. Wie berechnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass die SCFG die Sequemattiert?
Analog zum Vorvarts-Algorithmus gibt es bei SCFGs deside Algorithmus. Er berechnet mit dyna-
mischer Programmierundif1 < ; < j < L und alleA € N die Wahrscheinlichkeit(i, j, A), dass das
Sequenz-Teilstck z;, . . ., x; aus einemA entsteht.

Inside-Algorithmus
Fur ¢=1,...,L und A€ N:
a(i,i,A) := P(A — ;)
Fur d=1,...,L—1:
Fur ¢+=1,...,L—d:
ji=1i+d
Fur k=i4,...,5—1 und AcN:
a(i,j, A) = pen Soen T4t P(A — BO) - a(i, k, B) - a(k + 1,4, C)

Ausgabe Wsy(z) = a(1,L,S)

Um den Expectation-Maximization-Algorithmus auf SCF@sertragen zu &mnen, bedtigen wir
nochfirl <i < j < LundjedesA € N die Wahrscheinlichkejf(i, j, A), dass aus dem Startsymisol
letzlich eine Sequenz von terminalen Symbolen entsteht, diemit . , z;_; beginnt, mitz;1,..., 21
endet und dazwischen etwas stehen hat, das aus ednenistanden ist. Diese Wahrscheinlichkeiten
kann man effizient mit dem Outside-Algorithmus berechnen wenn man zledNarte o (i, j, A) mit
dem Inside-Algorithmus berechnet hat:

Outside-Algorithmus

Fur AeWN:

Falls A=S5:
B(1,L,A):=1
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Sonst:
B(1,L,A):=0
Fur d=L-2,...,0;
Far +=1,...,L —d:
ji=i+d
Far AeN:
B, 5, A) i= X p cen Spr (ki = 1,C) - B(k, j, B) - P(B — CA)
+ 3 poen Shejur a(j +1,k,C) - B(i, k, B) - P(B — AC)

Parameterschatzung fir SCFGs Gegeben seien eine (oder mehrere) terminale Sequenzen (z.B. in un-
serer Anwendung RNA-Sequenzen) und eine SCFG. Wi&tstiman dann die Wahrscheinlichkeiten der
Regeln? Analog zur Parameterattung bei HMMs kann man das mit Expectation-Maximization (EM)
machen. Im E-Schritt sétzen wir wie oft die einzelnen nichtterminalen Symbole bei der Entstehung der
Sequenzen (im SCFG-Modell) vorkamen. Diese&@zhngen nennen wir( A) fur A € N). AuRerdem
schatzen wir wie ufig die einzelnen Regeln verwendet wurden, z.Bc(séi— BC') die geschtzte An-

zahl der Anwendungen der Regél— BC beim Erzeugen der Sequenzen. Diesea®almgen berech-
nen wir mit den jeweils aktuellen (und noch zu verfeinerndenjagemgen tir die Wahrscheinlichkei-

ten der Regeln, und zwar indem wir diese Wahrscheinlichkeiteachst im Inside-Outside-Algorithmus
verwenden und die darin berechneten Werte folgendermal3en ate8ch der entsprechenden Anzahlen
verwenden:

Zf;l ZJZ'J:H—l Ol(’i,j, A) : ﬂ(za ja A)

c(A) =

Ws(x)
(A — BO) = S S ST B0,y A) - P(A — BC) - ali,k, B) - a(k + 1,j,C)
- Ws(z)
- Z{i\%:a} B(Z7Z7A) : P(A — a)
cdma) = Ws(x)

Im M-Schritt werden dann die gesafaten Anzahlere(...) verwendet, um die Sé&tzungen iir die
Wahrscheinlichkeiten der Regeln verbessern:
c(A —a)

c(4)

¢(A— BC)

(A) P(A—a):=

P(A — BQC) =
E- und M-Schritt werden dann solange iteriert, bis die Parameti#zmatngen zu konvergieren scheinen.

Die wahrscheinlichste EntstehungsgeschichteNun kommt noch das Analogon zum Viterbi-Algorithmus.
Gegeben sei eine terminale Sequenz. .., z; und eine SCFG mit bekannten Wahrscheinlichkeiten.
Mit der stochastischen Variante des Cocke-Younger-Kasami(CYKditlgnus kann man die (genau-
er: eine) wahrscheinlichste Entstehungsgeschichte der terminalem3dmprechnen:
Fur i=1,...,L und AecN:
v(i,i, A) :==log P(A — ;)
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7(i,1,A) := (0,0,0)
Far d=1,...,L—1, fur +=1,...,L—d, f ur AeN:
ji=i+d
v(i,j, A) := maxp cen kei,....j—1{7(i, k, B) + v(k + 1, 4,C) + log P(A — BC)}
7(i,J, A) 1= argmaxp,cen kei,...j—117(i k, B) +v(k + 1,5, C) +log P(A — BC)}
CYK-Traceback (Zuickverfolgen den wahrscheinlichsten Geschict#Bj sich gut mit einem Stack
aufschreiben und programmieren:
Push (1,L,S)
Wiederhole solange Stack nicht leer:
Pop (i, 5, A)
(B,C,k) :=71(i,5,A)
Falls  7(i,5,A) = (0,0,0):
z; ist Kind von A

Sonst:
B und C sind Kinder von A
Push (i, k, B)

Push (k+1,5,C)

Komplexitat Wahrend der Viterbi und der vo@wts-fickwarts-Algorithmus @ir HMMs einen Zeitbe-
darf vonO(LM?) hat undO(LM) Speicher braucht, wobéi die Lange der Eingabe und die Anzahl
der Elemente vo® = N ist, ist die Rechenzeit des inside-outside und des CYK-AlgorithiinuSEFGs
offensichtlichO(L3M?3) und der Speicherbedarf i&t(L?M ).
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6 Modelle und Algorithmen der Populationsgenetik

Wir stellen und vor, dass ein Biologe Individuen aus einer Population sanumelMerkmale dieser
Individuen erfasst (z.B. DNA-Sequenzen), die einen gewissarrrdtionsgehaltiber die Verwandt-
schaft der gesammelten Individuen tragen. Waharken wir diese Informationen nutzen, um etwiagsr
die Geschichte der Population auszusagen, z.B. ob es Selektionsdlydbglie Population in der Ver-
gangenheit gewachsen ist, ob die Population aus Subpopulationentpesisbhen denen Migration
stattfindet, etc..

Als Literatur zum Thema dieses Abschnitts sind neben den Arbeiten, auf deninachfolgenden
Unterabschnitten verwiesen wird, die Kapitel 26 bis 28 in Felsenstein Y200dmpfehlen.

6.1 Das Fisher-Wright-Modell und der Coalescent

Gegeben sei eine Hardy-Weinberg-Population der konstant@®e®r; Sie sei panmiktisch (also ohne
raumliche oder sonstige Struktur), haploid und neutral (d.h. es gibt kSelektionsdruck). Wir &nnen
das Folgende auch anwenden wenn wir es mit einer diploiden Population halten, indem wir dann
jeweils die homologen Chromosomen als haploide Population auffassen.

Das Fischer-Wright-Modell geht von einer solchen Population mit diskr&enerationen aus. Wir
betrachten die Abstammungslinien eines Individuums. Jedes Individucim sich seinen Vorfahren in
der vorherigen Generation rein Zlifg:

Generation

i
SRS
RN - N 4

—5 [ ] [ ] [ ] [ ] ° [ ] ° [ ] (] ° [ ]

ol o=
XM

— / //< \j/< /
Damit haben wir die Population modelliert. Um das Zustandekommen der Daten delliev@n,
mussen wir noch den Biologen modellieren. Dazu nehmen wir an, dass eBtith@robe vork rein

zufdllig ausgevihlten Individuen aus der heutigen Generation entnimmt. Diese haben Abstasymu
linien, die wir nicht kennen (aber vielleicht aus z.B. Sequenzdaten zustigdeb schtzen knnen):
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Generation
0 °

Ubersichtlicher wird’s wenn wir die Individuen etwas umsortieren und altividuen weglassen,
die weder in unserer Stichprobe noch Vorfahren von Individueenensstichprobe sind:

Generation

o @) (9 () ()

Der Prozess defkickwarts in Zeit verschmelzenden Ahnenlinien h&®ialescent Seine Asthingen
enthalten Informationen, die wir verwenden wollen, um zu untersuchersaon der Entwicklung der
Population Effekte nachzuweisen, die von dem einfachen Fischemigdell abweichen (z.B. Se-
lektion oder Populationswachstum oder eiaamliche Strukturierung). Ein Problem dabei ist, dass wir
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die Astiangen in der Regel nicht sehr genaudekn lonnen, aber dazu ager mehr. Zuachstiberlegen
wir uns, wie lang diéAste im Fisher-Wright-Modell typischerweise sind, oder um éjser zu sagen:

Wie ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Kanten&ngen des Coalescent?

Dazuiiberlegen wir uns erst mal wie lange es (in Verteilung) dauert bis die Mimien zweier aus-
gewahlter Individuen verschmelzen. Die Wahrscheinlichkeit, dass diestbareder Elterngeneration
geschieht, ist offensichtlich/V, denn mit dieser W’keit &hlt das zweite Individuum den selben Ah-
nen wie das erste. Wenn die Ahnenlinien in einer Generation nicht verttdmmeoalieren), dann tun
sie das in der achst-fiiheren Generation jeweils mit W'kelt/N. Also ist (1 — %)t = (%)t die
Wahrscheinlichkeit, dass nach dem dckgehen unt Generationen immernoch keine Verschmelzung
eingetreten ist, d.h. die Zeit bis zur Verschmelzung ist geometrisch verteiltrvtrieingswertv.

Wir gehen davon aus, dass die Anzahlder Individuen in der Population sehr grof3 ist. Zum einen
konnen wir dann die geometrische Verteilung durch eine Exponentialvedeijyproximieren (vgl. Ab-
schnitt 4.4.1), zum andererdknen wir dann unter der zaéizlichen Annahme, dass die AnzahHder
untersuchten Individuen im Vergleich eher klein ist, die Wahrscheinlichikass mehr als zwei Ahnenli-
nien zum selben Zeitpunkt verschmelzen, verréssigen. Wir gehen also im Folgenden nicht mehr von
diskreten Generationen, sondern von einer kontinuiertlichen Zeitackehtung Vergangenheit aus.

Wenn wir alsom € {k,k — 1,...,2,1} Ahnenlinien vorliegen habe, hat jedes Paar davon die Rate
1/N zu verschmelzen. Da es dann insgeséfit = ™7=1 solche Paare gibt, tritt dieachste Ver-
schmelzung mit Raté”'(";—_l) - % ein, d.h. die Wartezeit bis zuiéshsten Verschmelzung |§1%

Hier taucht Bemerkenswerterweise die Populatiod@grV als konstanter Faktor auf. Da es eigentlich
egal ist, in welchen Einheiten wir die Zeit messen, machen wir es uns eirfatdm wir die Zeit in
Einheiten von jeN Generationen messen und uns so des Faktoemntledigen. Der Prozess des auf
dieser Zeitskala gemessenen Verschmelzens von Ahnenlinien im Limediahard3er Populationen
heil3t nach seinem Entdeckeingman-Coalescent(Kingman, 1982a, 1982b). Eine “durchschnittliche”
Genealogie vork = 7 Ahnenlinien geraR der Coalescent-Verteilung sieht dann also so aus (dass die

Zeitintervalle genau den Erwartungswerten entsprechen istlicateigentlich wllig untypisch) :
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Zeitin Zeitin
1 2 3 k-1 k Generationen N Generatioen

1 1 2N/(k(k-1)) 2/(k(k-1)) = 2/(7*6) = 0,047
7777777 R 2N/(6*5) 2/(6*5) = 0,667
2N/(5*4) 2/(4*5) = 0,1
2N/(4*3) 2/(4*3) = 0,167
2N/(3*2) 2/(3*2) = 0,333
2N/(2*1) 2/(2¥1) = 1

Mit der N-Generationen-Zeitskalierung verschmelzen die letzten beiden Linien (@és [aar von
Linien) in Erwartung in 1 Zeiteinheit. Demgedérer verschmelzen alle Linien in Erwartung in Zeit
SOk #1) Im Limesk — oo (also selbst wenn der fleiRige Biologie-Doktorand unendlich viele

m=2 m-(m—

Individuen gesammelt hat!) hat die Zeit bis alle Linien verschmolzen sinlichedErwartung

> 2
2oy~ %

m=
Das heil3t also: Egal wieviel Linien verschmelzeiissen, dauert das Verschmelzen der letzten beiden
Linien im Mittel mindestens genauso lange wie das Verschmelzen aller aridaren.

6.2 Der Coalescent mit Mutationen

Wir gehen hier davon aus, dass die Daten, die Informatidiben die Genealogie der gesammelten In-
dividuen geben, DNA- oder Protein-Sequenzen sind. Jede Ahneisliniejeder Generation mit Wahr-
scheinlichkeit, von einer Mutation betroffen. Wie im Infinite-Sites-Modell vernagdigen wir in die-
sem Unterabschnitt iRkmutationen, nehmen also an, dass alle Mutationen, die die Ahnen der-gesa
melten seit demijngsten gemeinsamen Vorfahren erlitten haben, in den Daten sichtbatsindie
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Mutatiosrate auf diéV-Generationen-Zeitskala zu bringen, setzenfie= 2N p. Damit ist dann) /2
die Rate, mit der Mutationen in die Linien des Kingman-Coalescent eingestezden, d.h. auf jeder
Ahnenlinie ist die Wartezeit bis zuachsten Mutation exponentialverteilt mit Erwartungsvegtt.

Eine Schatzer fir &6 Wenn wir zwei Individuen aus der Population adghien und die Mutationen
zahlen, die zwischen den beiden stattgefunden haben, so kommen wiraatiéllige Zahl mit Erwar-
tungswer®, denn die Zeit bis die Linien zuniipgsten gemensamen Vorfahren verschmelzen hat (in der
N-Generationen-Zeitskala) Erwartungswert 1 und in einer Zeiteinheitaihpeder der beiden Ahnen-
linien jeweilsd/2 Mutationen zu erwarten. Wenn wir alsoUnterschiede bei in den beiden Sequenzen
sehen, ware n eine naheliegende Satzung fir . Wenn wir nicht nur 2 sonderk > 2 Individuen
vergleichen, fihren wir diese Scitzung fir jede der(g) Paare von Individuen durch. Dann kann der
Mittelwert A dieser Schtzungen als Séhzer fir § ausgegeben werden.

Noch ein Sclatzer fir 8 Im Infinite-Sites-Modell gehen wir davon aus, dass die Sequenzetesgh
und Mutationen an jeder einzelnen Position sehr unwahrscheinlich siddlass somit die Wahrschein-
lichkeit, dass eine Position seit deifingsten gemeinsamen Vorfahren alkegesammelten Individuen,
von mehr als einer Mutation betroffen war, zu vernasklgen ist. Istn die Anzahl der segregierenden
Positionen in den Sequenzen, so gehen wir jetzt mal davon aus, dasteesfihnenlinien unserer Indi-
viduen auch num Mutationen seit demijjngsten gemeinsamen Vorfahren gegeben hat. Das vergleichen
wir mit der erwarteten Gesaratige aller Linien des Coalescents. Die erwartete Zeit der Existen von
Linienist2/(k- (k—1)), dann existiere — 1 fUr eine erwartete Zeit vo2y/((k—1) - (k—2)) Einheiten
und so weiter.

Die erwartete Gesandgihge aller Linien be#gt also

2 2 2

k—1
k-er(k—l)-(k_l).(k_2)+...+2-ﬂ = 2-;1/1'

Da auf jede [angeneinheit der Linien in Erwarturgf2 Mutationen entfallen, erscheint es naheliegend,

6 zu sclatzen durch

‘/9\_ m
Y1/

Was ist wennA und @ sehr unterschiedlich sind? Bei § werden alle Mutationen gleich gewichtet in

die Berechnung einbezogen. Man mache sich klar, dass hingegéndmche Mutationen, die innere
Kanten betreffen (also solche, die nahe bdingsten gemeinsamen Vorfahren liegergrlstr gewichtet
werden als Mutationen, die nahe deaBér auftreten. Wenn sich und@signifikant unterscheiden, dann
bedeutet das also, dass die inneren Kanten entweder untypisch langjl(in §) oder untypisch kurz

(im Fall A < 6) im Vergleich zu derauReren Kanten sind. Der erste Fall ist z.B. durch einentiche
Strukturierung der Populatioen zu eikén, der zweite dadurch, dass die Population gewachsen ist oder
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eine Anpassung in Folge von Selektion stattgefunden hat. (Wieso solchiénétesdie Form der Ge-
nealogie auf diese Weise beeinflussen, sollte man sich klar machen!) Danléite sind in folgender
Abbildung dargestellt, in der die Mutationen durgrsymbolisiert werden:

A> @ X A <A9 X
T ®

X ®

&® X ®

X
X
&®
Lﬁ X

Es stellt sich die Frage wie die Signifikanz einer Abweichung zwischemd 4 zu quantifizieren
ist. Dazu Berechnet man einen &tfers fur die Standardabweichung vdn— 0, siehe Durrett (2002).

Die Teststatistik ist dann Tajima3 := (A — 6)/a. Die zur Beurteilung der SignifikanZtige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von Tajimds wurde durch Simulationsstudien untersucht (Tajima, 1989).

6.3 Der Coalescent mit Mutationen und Migration

Gegeben sind Subpopulationen der GRenNy, ..., Ny. Man denke etwa an &yel, die auf verschie-
denen Inseln leben. Die Mutationsrate i8t fedes Individumu pro Generation. & i,j < s ist m;;

die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum von déen zurj-ten Insel migriert. Wir verwenden hier
dasFisher-Wright-Modell mit Migration : In jeder Generation leben auf dgten InselN; Individuen.
Jedes dieser Individuenahlt dann eine Herkunftsinsel, und zwar die Insit Wahrscheinlichkeitn;;.
Also muss geltery . m;; = 1, undm,;; sollte nahe bei 1 liegen. Unter allen Individuen der vorherigen
Generation auf der Herkunftsinsel wird dann der Vorfahr reiflligfausgeahlt.

Analog zum Standard-Fall setzen Wir = 2V;u und~y;; = 4N;m;;. Allerdings ist hier die Popu-
lationsgbRe als Zeitskala ungeeignet, da die Subpopulationen ungleich grof3 sisdeldeutet, dass
Verschmelzungen von Ahnenlinien auf verschiedenen Inseln untedéich schnell erfolgen und wir
keine Zeitskala findendnnen, auf der Verschmelzungen immer mit Rate 1 erfolgen. Stattdesdien ska
ren wir die Zeit so, dass Mutationen mit Rate 1 erfolgen, in demiyir Generation als eine Zeiteinheit
verwenden. Br die Rate des Verschmelzens von Linien auf lngghalten wir damit /0; und betreffend
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der Zuordnung der Ahnenlinien zu den Inseln \A@tles sichahnlich: Rickwarts in der Zeit betrachtet,
springt eine auf Insel angesiedelte Ahnenlinie zur Inseit RateM;; := %~ = 4]\;77”] = mTJ

6.4 Ein Modell mit Selektion

ACHTUNG BAUSTELLE!
Bis zur Fertigstellung dieses Abschnitts siehe Neuhauser (1999). Ein Songlarogrammiir den
beschriebenden Prozess ist bei mir auf Anfragéldibh.

6.5 Importance Sampling fir Genealogien

Geben sei nun ein Datensafz von Sequenzen von Individuen einer Population. (Im Fall einer nicht-
panmiktischen Population mit Migration sei bekannt aus welchen Subpomdattie Sequenzen kom-
men.)

Aus den Daten soll der Mutationsparamefer= 6§ gesclatzt werden, bzw. im Fall mit Migration
der Parametersa@ := (6;, M;;);;.

Wir mochten einen Maximum-Likelihood-Ansatz verwenden uritthien daher die Likelihood

Lp(©) = Wse(D) =Y _ Wse(G) - Wse(D | G).
G

Summiert wird hierbeiiber alle Genealogie@ das Produkt der Wahrscheinlichk&itsg (G), dass der
Coalescent-Prozess unter Annahme der Parameter@elieeGenealogi€: hervorbringt und der Wahr-
scheinlichkeitWsg (D | G), dass dannangsG die beobachteten Daten entsteh&ber Moment mal!

DaG auch Asthngen kennt ifr die jeweils kontinuierlich viele Werte aglich sind, nilssen wir hietiber
Uiberabahlbar viele ndglicheG summieren, also eigentlich unter Verwendung der durch den Coalescent-
prozess auf dem Raum der Genealogien definierten Wahrscheinlichdeits"s integrieren:

Ln(®) = Wse(D) = | Wso(D| G) Po(G)dG.
alle Genealogien
Um dieses Integraliber den uibersichtlichen Raum der Genealogien zu berechnen, werden ver-
schiedene Varianten einer recht universell einsetzbaren numarisaegrationsmethode namelms-
portance Samplingverwendet. Um die grundlegende Idee dieser Methode kennen zu |staien wir
uns nun zuéchst vor, dass wir eine Funktién: [a, b] — R integrieren wollen:

Eine altbekannte Strategie ist die Approximation vodurch Treppenfunktionen:
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Sindzxq, ...,z die Mittelpunkte der Zerlegungsintervalle unddst b*Ta die Breite der Intervalle,
so fuhrt uns das auf die Approximation

b b b—a o
/ M) de~ 3 e hian) = 205 b,
@ i=1 i=1

Im Prinzip funtioniert das auch genauso iaherdimensionalen &imen. Statt ein Intervall in Teilin-
tervalle zu Zerlegen, muss man dann eben das Voluifitesr, das Integriert werden soll, z.B. in kleine
Wiirfel zerlegenc ist dann das Volumen dieserifel undh(z;) der Funktionswert im Mittelpunkt;
des Wirfels. Allerdings braucht man in hochdimensionaleiuRien dann dermaf3en vieleliviel, um
die zu integrierende Funktion hinreichend genau zu approximieren,ddas&anze meistens nicht in
praktisch vertretbarer Rechenzeit duftbar ist.

Auch hier hilft aber ein Sclilsselkonzept der moderenen Informatik: die Randomisierung! Statt den
ganzen Raum mit Punktery gleichmaRig zulibergéhen, an denen wik(z;) berechnen, nehmen wir
nur Stichproben, ziehen also allfg nur einige PunkteX; aus der Mengeiiber die integriert werden
soll. Wenn wir etwa aus dem Intervadl, b] uniform verteilt ziehen, dann ergibt sictirfunser Beispiel

folgendes Bild:

Ist & die Anzahl der zudllig gezogenen Punkte, séhnten wir auch hier folgendermalf3en approxi-
mieren:

b k k
b—a 1 h Xz

/ h(zx) dr ~ - E h(Xi):% E (1 )
a i=1 i=1 b—a

Hier ist schon mal zu beachten, dagsg die (konstante) Dichte der uniformen Verteilung auf dem
Intervall [a, b] ist; dazu spater mehr.

Wie das vorherige Bild bereits suggeriert, wird eine solche Approximatienrgbht sehr genau sein,
wenn in wesentlichen Bereichen nicht gegend Punkte:; landen. Wir ndchten gerne in Bereichen,
die viel zum Integral beitragen, etwas genauer messen, und daatigeenwir dort mehr Messpunkte.
Andererseits riachten wir den Rechenaufwand nicht wesentlichbbdn, also sparen @ahten wir dort
Messpunkte einsparen, woohnehin nahe bei 0 liegt. Da$knen wir ndfrlich nur erreichen, wenn
wir eine gewisse Ahnung davon haben, wo die Funkficilnre interessanten Bereiche hat, wenn wir

117



also etwa eine rechnerisch gut zu handhabende Wahrscheinlichkeiésfli&kennen, die an den selben
Stellen nahe 0 ist wié:

Dann lonnen wir die Messpunkte; genal3 der entsprechenden Wahrscheinlichkeitsverteilung zie-
hen und erhalten damit mehr Informatiher die interessanten Stellen (und wenigjeer die, die zum
Integral ohnehin wenig beitragen):

B -

Allerdings kann man hier die Punkf€; nicht mehr als so etwas wie ré&gentative Stichprobe auf-
fassen. Punkte, bei dendp (und damit wohl auchh|) grof? ist, werderiiberrepéasentiert. Um das
auszugleichen, fissen wir zu einer gewichten Sumieergehen, bei der (wie eigentlich auch schon im
Spezialfall der uniformen Verteilung) der Beitrag jedes Messpunktehdilie Wahrscheinlichkeitsdich-
te an der entsprechenden Stelle geteilt wird. Wir erhalten damitripertance-Sampling-Formel

1= h(X))
/h(:n) dr =~ k;fO(Xi).
Wie gut die Approximation dann istamgt au3er von der Anzahl der gezogengen Messpunkte davon ab
wie gut fy mit const|h| Ubereinstimmt (und néatlich auch ein bi3chen vom Zufall).

Eine weitere Mdglichkeit, sich die Importance-Sampling-Formel (in etwas anderem Korkiexu-
machen, ist folgende: Wir nehmen an, dass der Erwartung&we(iX ) von g(.X) berechnet werden soll,
wobei f die Wahrscheinlichkeitsdichte der Verteilung v@nist. Angenommen wir &nnen die Vertei-
lung mit Dichte f nicht simulieren, dafr aber eine (hoffentlicihnliche) Verteilung mit Dichtg. Es
gilt

0000 = [ ote) siahia = [ ata): 5 oorte =By o060 55

Ein naheliegender Sélteer fir einen Erwartungswert ist der Mittelwerber ensprechende Stichproben.
Sind alsoXy, ..., X, genalR der W'keitsdichte erzeugt, so scitzen wir

k .
Erg(X) = /g(a:) - f(x)dzx = Ey, |:g(X) : é((i))] ~ %ZQ(XZ)- L}{;(();))
i=1 g

und erhalten so diégmportance-Sampling-Formel in diesem Kontext. (Den vorherigen Fall erhalten
wirmith = f-g.)
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Soviel also zur allgemeinen Importance-Sampling-ldee ifit) := Wse (D | G)- Po(G) mdchten
wir diese nun zur Berechnung vdip,© = Wsg (D) = [ h(G) dG einsetzen.

Wir werden in den vier folgenden Unterabschnitten mehrere Importaac®!thg-Anstze zur Be-
rechnung vorl. ,© kennenlernen.

6.5.1 Beerli, Felsenstein, Kuhner, Yamato

Die Gruppe um Joe Felsenstein kombiniert Importance Sampling mit Markieffk&lonte-Carlo-Methoden,
siehe etwa Kuhner, Yamato und Felsenstein (1995) und Beerli und Fetsé2001). Um da® zu su-
chen, welched.,© optimiert, starten wir mit einem Wef®, und samplen Genealogi€sy, ..., Gy
gemal fo(G) = Po,(G | D). Mit den gesampelterr; kdnnen wir danniir andere Wert® ~ ©,
gendl der Idee des Importance Samplihg© recht effizient approximieren und somit ety mit
LpO; > LpOy suchen. Genauer gesagt €gidas Optimum von

1<~ Po(Gi) Wse(D|Gi) _ Lp(®)
O i 2 Poy(Go) Weoy (D[ Gi) ™~ L(0)

innerhalb einer geeignet géhlten Umgebung vof,. Diese Umgebung sollte nicht zu grof3 sein, da
sonst obige Importance-Sampling-Approximation zu ungenau wird.

Wir verwenden dan®; zur weiteren Optimierung wie zuvé, usw., und erhalten schlief3lich eine
Folge©q, ©1, 09, ..., von der wir hoffen, dass sie gegen das globale Maximumvgnalso den ML-
Schatzer fir ©, konvergiert.

Zu klaren bleibt wie wirGy, ..., G, genmal3 der Dichtefo(G) = Pg,(G | D) samplen. Dazu ver-
wenden Beerli et al. einen Metropolis-Hastings-Ansatz. Ausgehenciveer Genealogiér wird also
jeweils mit Wkeit Q(G — G’) die Genalogie vorgeschlagen und akzeptiert mit W’keit

min {1 Q(G' — Q) Po,(G') - Wse, (D | G") } .
' Q(G — ') Po,(G) - Wse,(D | G)
Auf diese Weise erhalten wir eine Markoffkette, aus der wir aufudikche Weise samplen.

Nun bleibt noch die Frage nach der Proposal Cligity — G’) offen. Zur Erzeugung vot’ wird
ausG rein zufallig ein Knotenz (ungleich der Wurzel) geihlt und die Kante zwischen und seinem
Vater gebscht, wodurch auch der Vaterknoten verschwindet. Diewvondie Vergangenheit zickrei-
chende Kantedsst man dann an einer allfgen Stelle in den bestehenden Coalescent hineinwachsen.
Die Rate, mit der dies geschieht, kgt 1 ir jede zum jeweiligen Zeitpunkt noch existierende Ahnenli-
nie, genauso wie es der Fall ist wenn der Coalescent ohne die Bediagtibaten simuliert wird.

Die Methoden sind im Software-Paket LAMARC implementiert, das auf der Seite
http://evolution.genetics.washington.edu/lamarc.htm | kostenlos erdltlich ist.

6.5.2 Wilson und Balding

Wilson und Balding (1998) schlagen ein séhnliches MCMC-Verfahren vor wie Felsensteins Gruppe.
Der Unterschied liegt darin, dass beim MCMC-Sampling der Genealdgien. ., G fur die inneren
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Knoten Sequenz-Daten (bzw. Microsatellitearigen im Orginal-Paper) gesitht werden. Bei der Wahl
des neuen Vatersif x werden dann solche Ahnenlinien bevorzugt, die zu einem Kapteit ahnlichem
Genotyp wiex fihren. Dem neu entstehenden Vaterknoten wird dann ealliggr Genotyp zugeordnet,
und zwar bedingt auf die Nachbarknoten géhtdem verwendeten Evolutionsmodell.

Durch die Zuweisungen von Genotypen zu den inneren Knodendn intelligentere Proposals ge-
macht werden, déf wird der zu durchwandernde Zustandsraum viél3gr, denn er umfasst nun auch
fur jeden inneren Knoten den Genotyp. Was letztlich besserdngthvon den jeweiligen Daten ab. Das
Verfahren von Wilson und Balding soll gutiif Microsatelliten geeignet sein.

6.5.3 Griffiths und Tavaré

Wie sich herausstellt,donen die Astingen bei der Parameteratiung ohne Informationsverlust ver-
nachhssigt werden. Griffiths und Taw(1994) verwenden in ihrem Importance-Sampling-Ansatz statt
der Genealogien (mit Asthgen) lediglich die soddistorien

Eine Historie ist eine Folge voH = (H1, Ho, . .., Hy), die Rickwarts in der Zeit die Ereignisse der
Arten {Linie 7 und Liniej coalierer} und{Mutation auf Liniei} aufzahlt, die sich&ings des Coalescent
ereignet haben. Das erstgenannte Ereignis hat die Wahreschei'mlibhgé’;) + k&), das letztgenannte

0/ ((’2“) + k:@), wobeik die Anzahl der (zuvor) existierenden Ahnenlinien ist.

Fur die Importance Sampling Methode werden mehrere HistaléR, H(2) ... . HM) erzeugt.
Jeweils fir die HistorieH () werden die EreignissHl(i), Héi), ... hach und nach (also ausgehend von
den Bhttern) erzeugt. Gegeben die Daten in def®ln sind nicht alle Ereignisseaglich. Linien, deren
Genotypen sich unterscheidergrinen nicht coalieren. Je nach Mutationsmodell sind auch nicht alle
Mutationen ndglich. Griffiths und Tava ziehen jeweils alle erlaubten Ereignisse in Betrachtb Sl )
die Wahrscheinlichkeit desten Ereignish = Hf) in H(") enthaltenen Ereignisses ufid;x(6o)). seien
die Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse, die auch erlaubt geweammwGriffiths und Tavérziehen
dann das entsprechende Ereighisit Wahrscheinlichkeib;;(60)/ >, Z]k(eo) Entsprechend ist dann
[1; bi5(60)/ >_y. aiji(bo) die Importance Sampling Wahrscheinlichk@i, (£ ()) der gesamten Historie

( i) Mit der Importance Sampling Formel erhalten wir daraus:

M
Lipyf ~ % ZWSG H Zk; aijr (0
i=1 1

Z] 00

Vorteile der Griffiths-Tavag-Methode liegen darin, dass dle gesampelten Historien anders als di= Gene
logien, die bei den MCMC-Verfahren entstehen,datdich (und nicht nur fast) stochastisch unaitig
sind, und darin, dass das Verfahren in vielédlén recht schnell ist, insbesondere wetindie Daten
das infinite-sites-Modelle angenommen werden kann, bei dem keiok-Rnd Doppelmutationen er-
laubt sind. In anderendfen kann das Verfahren jedoch auch sehr langsam sein, viniich zu viele
H; gesampelt werden, diéif die Daten doch recht unwahrscheinlich sind. Verbesserubgjirhkeiten
werden im chsten Abschnitt behandelt. Das Verfahren ist in der Software GREETmplementiert,
die kostenlos edditlich ist unter

http://www.stats.ox.ac.uk/ ~griff/software.html
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6.5.4 Stephens und Donnelly

Stephens und Donnelly (2000) konnten das Verfahren von GriffitdsTamagé im Fall des klassischen
Coalescent (also ohne Migration oddmliches) verbessern. Auch hier werden die Historien gesampelt,
allerdings schreiben wir eine Histori¢ nun als Folge H _,,,, H_(,,,_), - - - , Ho), wobei nun (anders als
im vorherigen AbschnittH{ _; die ungeordnete Liste der Genotypen ist, die in den AhnenlinkEmig-
nisse (Mutatinen und Verschmelzungen) vor der Gegenwart existigkémgeordnete Liste” bedeutet,
dass festgehalten ist, wie oft welcher Genotyp enthaltenA&tist also der gesampelte Datensatz.

Wenn (Ur: < 0) H; in H;;; Ubergeht, indem eine Linie vom Typnachg mutiert, schreiben wir
symbolischH;,1 = H; — a + . Falls zwischenH; und H; zwei Linien vom Typa verschmelzen,
schreiben wirl;; = H; — o. Ist P, die Wahrscheinlichkeit, dass ein das von einer Mutation
betroffen ist, zu einen¥ wird, und bezeichnen wir mit,, die Anzahl der Linien ini;_; vom Typa und
mitn = ) n, die Gesamtzahl der Linien iff;_;, so gilt:

ho . b Py falls Hi=H, 1 —a+p

n n—1+6
WS@(Hi | Hi—l) = nf . nEIiG falls Hi=H_1+«
0 sonst

Seimy(.) die Verteilung des Genotypen-Vektass, einer Stichprobe der ®@Ren aus der Population.
Anders alsH ist 4,, also eine geordnete Liste und es gilt (wohgidie Anzahl derv in Hy bezeichnet):

(I, na!) /n! falls Hy mit A,, kompatibel
0 sonst

mg(An | H) = ma(Ay | Ho) = {

Erzeugt man unatitmgig Historien(\), #(2) ... H(™) geméR einer Proposal Verteilun@y,(.), so
folgt mit der Importance Sampling Formel:

0L
Z” A1) o )

Mit dieses Bezeichnungen schauen wir uns nochmal das Griffithg&F&ehema an und stellen fest, dass
die dort verwendete Verteilur@eGT erzeugt wird, indemifr gegebene#l; die ZuséndeH 1, H o, ...
Markoffsch erzeugt werden mjy(H;—1 | H;) o po(H; | Hi—1).

Sei M die Klasse der Proposal-Verteilungen, bei dehen, H o, ... Markoffsch mit Start inH,
gesampelt erzeugt werden, mitpp{qo(. | Hi)} = {Hi-1 : qo(Hi—1 | H;) # 0} = {H;—1
po(H; | Hi—1 > 0)}.

Optimal wareQj(H) = Py(H | A,), denn damit gilt:

Py(H) _ Pp(HNAn)
Q;(H) — Py(H | An)
Also wiirde die Importance Sampling Fornesdaktstimmen und iire nicht nur eine Approximation, und
zwar fur jedes beliebigé{. Man braucht also gar nicht zu sampeln wenn ma,, | H), Py(H) und
Qy(H) fur irgendein berechnen kann. Das folgende Theorem benenngeimit dem dies innerhalb
der KlasseM zu realisieren are:

mo(An | H) = 7(An) = L(0)
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Theorem  Seimg(a | Ap) = % die Wahrscheinlichkeit, dass die+ 1-te Stichprobe aus der
Population vom Typy ist, bedingt darauf, dass die erstenTypen die durchd,, gegebenen sind. Die
optimale proposal-Verteilun@j liegt in M und ist gegeben durch:

n~(nf1+9) er(oz \ Hi—g) Pﬂa fir Hihw=Hi—a+p

qp(Hi—1 | Hy) =

a(na—1) 1 i o
Z-(nT—l1+9) m(a | Hi—a) far Hi1=H;—«

Beweis: Wir betrachtendenFalll;_ = H;, —a+ (3

Wir bezeichnen den Typ dérten Linie zur Zeitt mit a(t). Seié > 0 undY,, das Ereignis, dass es
in den letztery Zeiteinheiten eine Mutation voay, (¢t — §) = 3 nachay(t) = « gab.

Dann gilt:

WS{Ym mAk:(t - 6) = (ala s 70%‘—175) | Ak‘(t) = (ala s 7ak‘—17a)}
ﬂ-(alw"?ak—laﬁ)'5'9'Pﬁa/2

- m(ag, ..., qp_1, Q) +0(9)
_ (B | Ax — )
= 5.—27T(a|Ak—a)'Pﬁa+O(5)

Die Behauptung folgt, wenn wir nungegen 0 gehen lassen, mijt multiplizieren (denn statt;, konnte
jedesa betroffen sein und{; ist ungeordnet) und durch die Gesamtrate teilen.
Die Behauptungiir den FallH;_; = H; — « folgt analog. O

Aber: Im allgemeinen sind (o | A,,) schwer zu berechnen und darimkien wirQ; nicht nutzen.

Ansatz: Wenn Dur(a | A,,) nicht berechnen kannst, dann approximiere es und setze diese Approx
mation in die im Theorem gegebenen Formeln ein.

Definition:  Sei

Fola =3 3" () s

a€EFE m=0
Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung kann man folgendermalR3en simulier@nle\V&in rein zudlliges
Individuum ausA,, und mutiere es geéfd P geometrisch oft mit Paramet%%.

Eigenschaften vorr:

(a) Bei Eltern-unabingiger Mutation (d.h. wenn nach einer Mutation der neue Typ stochastisch
abhangig ist vom alten) giltr(. | A,,)) = (. | 4,).

(b) Firreversibles? imFalln =1gilt 7(. | A,) = 7(. | An).
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(c) Die Verteilungr(. | A,) ist von der Form

(B A) =Y =Ml ()

«

fur ein geeigneteM(”). Das heif3t, man kann sie simulieren, indem man erst eine Linie rein
zufallig wahlt und dann aus einer Verteilung zieht, die nur vonnd vom Typ der gezogenen
Linie abkangt. (Im Fall vort gilt speziell A/ ™) = (1 — X\,)(1 — A, P) ! mit A, = -25.)
(d) 7 ist die einzige Verteilung, diéx) und (b) erfillt sowie

A8 An) =Y T | Ap)-7(B | (Ap, @) (x#)

[

Das heifl3t: Gegeben die erstenist dasn + 1-te genauso verteilt wie das+ 2-te.

(e) 7(.| Ay,) ist die statiodre Verteilung einer Markoffkette midlbergangsmatrix
0 o
Tap = 7rgPap + 759

(@), (b) und (d) sagen, dagssinnvolle Eigenschaften hat, die man von einer Approximationrf
gerne fordern riachte. (c) sagt, dasseffizient eingesetzt werden kann.

Beweise der Eigenschaften
(a) Bei Eltern-unab&ingiger Mutation, d.hP,3 = Pg, gilt P = P™ und damit:

ng -I-GPg B

T(B [ An)

(b) SeienX undY die Typen der beiden Btter, R der Typ der Wurzeln; die Zahl der Mutationen
zwischenR und X undms die der Mutationen zwischeR undY . Dann gilt:

Ws(Y =8|R=7) = (P™)p
Ws(R=0|X=0a) = (P™)us
Ws(Y =8 |X=a) = (P™),4

Die Gesamtzahl der Mutationen zwisch&nundY” ist geometrisch verteilt mit Paramet{—ﬁj@

()

i - EE () e

a m=0

= Y A=A [(nP) g

a m=0

- ¥ %(1 — ) [T=2P)

«

Die letze Gleichung folgt aus der geometrischen Summenforiméfiatrizen
g M = (I = M),
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(d) Sei(8 ] 4,) =3, "M )fur irgendeinM ), welches die Eigenschafit+) erfilllt:

<@’%’._.’&)-Mé%) = 7?(,3‘1471)

n n n
= Z~(04\A 7B (An, @)
_ n (m) . ne + dag o (nt1)
= ZZ MY = Mg

3
_ Ny (n+1) Ny (n) g r(n+1)
N ZZ( n+1 + (n+1)MW€M )
(dennvy : > M
_ 1 [(ra my (n+1) (n) 3 f(n+1)
B n—i—l[( "”’n) (nM MM )]ﬁ
Da dies fir alle Vektoren==, ... %” gilt, folgt:

(n+ 1)M® = . MO+ 4 ppe) . pntD)

Aus dieser Rekursion und dem durch (b) festgelgten“Startweit?) = (1 — \{)(I — A\ P)~!
folgt M = (1 — \,)(I — X\, P)~L. Also muss gelter = 7.

(e) Rir den etwas komplizierteren Beweis von (e) verweisen wir auf StepmehBonnelly (2000).

0

Wie bereits zuvor angékdigt, definieren wir nun eine Proposal VerteiILﬂjéD mit g analog zu;
undgq, indem wir fir 7 die Approximationr einsetzen.

Satz SeiH; gegeben. Esgil,; ¢o(H | H;) = 1 und man kanmy(. | H;) folgendermafen simulieren:
(a) Wahle ein rein zudlliges Element irf;; dessen Typ heil3e im folgenden

(b) Fur alle g berechner (5 | H; — «)
(©)

oo H; — o+ mit Wahrscheinlichkeit proportional zud7 (3 | H; — «) - Pgq
ot H,—« mit Wahrscheinlichkeit proportional zu ng — 1

Das bedeutet, dass die Zahl der Paarg53), fur diew (5 | H; — «) berechnet werden muss, klein
gehalten werden kann, indem man exssampelt und dann zéllig entscheidet ob eine Mutation zu
einem Typg erfolgt oder eine coalition mit einem weiteranDa7 (5 | H; — «) leicht zu berechnen ist,
ist Q57 sehr effizient zu simulieren.
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Beweis des Satzes: Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Mutation von einer Linie vom dyipvolviert

ist, ist:
1 0 w(B|Hi—a)
m = T A\ OCA—P (03
pm(@) = (n—l—i—@); 2" H—a)”
Ist Wahrscheinlichkeit, dass 2 Linien vom Tgpcoalieren, ist:
_ ng(ng — 1) 1
pele) = T T 0) A [ Hi—a)
Wie man leicht nachrechnet, gjit, (o) + pc(a) = 1. O

Was tun bei Sequenzdaten??? Bei Sequenzdaten deéihgel gabe est! bzw.20¢ verschiedene bgli-
che Genotyperr = (ay, . .., o) und dieUbergangsmatrixP. ). Ware dementsprechend sehr groR:.
Statt der oben beschriebenen Vorgehensweisesan wir daher ein etwas anderes Verfahren zum Sam-
plen verwenden.

Die Mutationsrate sei/2 pro Position, also insgesarfit/2. Beim Samplen nachy(. | 4,,) ist also
eine geometrisch verteilte Anzahl an Mutationen mit Paraméfg zu ziehen. Sein das Ergebnis (also
die Anzahl). Dann sind dig: Mutationen unabéingig und gleichverteilt auf die Positionen zu verteilen.
Aquivalent dazu kann man auch einep(1)-verteilte Zeitt ziehen und danniif jede Position eine
Poisson-verteilte Mutationen-Anzatd; mit Erwartungswerté/n ziehen. Also gilt

0,t,n 0,t,n
T(6 | An) Z /exp Fo(tlél )'”Fo(ze/;z ' at
a€Ay)

mit

0,t,n = ot/n " m
Fm =S O bt ) (P,

m=0
Das dabei auftretende Integral kann man numerisch mit der Gau3-&puiaalpproximieren (siehe Press
et al. (1992)) und et

ZeY 9 Jtim) (0,t;,n)
(6| An) Z Z —wil’ 01161 ”'Foéfﬂz

a€Ay) =1

fUr eine geeignete Wahl der Wekaw; undt;. Die Fo(f’ﬁt") =3 > ,-..werdendurch endliche Summen
approximiert.
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A Einige stochastische Grundlagen

Hier sollen einige Fakten aus der elementaren Stochastik @nigeverden, dieiir die Inhalte der Vor-
lesung grundlegend sind. Eine systematische(tinfng kann an dieser Stelle nicht geboten werden.
Ein gutes Lehrbuch (eigentlich ein Schulbuch, aber durchaus redtftiseend) ist das Buch von A. En-
gel (1987). Ebenfalls geeignet ist Krengel (1988)r Einen chsten Schritt in Richtung statistische
Datenanalyse sind Ewens und Grant (2001) und Rice (1995) zu elmpfdber Klassiker unter der
Stochastik-Lehrbichern ist Feller (1968).

A.1 Stochastische Unabhngigkeit

ZufallsvariablenX, . .., X,, die Werte in Mengel$, ..., S,, annehmen, sind stochastisch unzidig
falls fur alle erlaubte/; € S; gilt:

WS(X1 celU,Xo€lUy,....X, € Un) = WS(Xl S Ul) 'WS(XQ € UQ) . ‘WS(Xn S Un)

Wenn Zufallsexperimentedllig unablangig voneinander durchgéfrt werden, sind ihre Ergebnisse sto-
chastisch unalingig.

A.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Bayes-Formel

SeienA, B C Q2 Ereignisse in einem Ereignisraum Ist (2 eine endliche Menge gleichwahrscheinlicher

Elementarereignisse, so gilt \(&) = | A|/|€2|. Ansonsten kann man sich \W&) anschaulich als Anteil

des VWolumens vord am Gesamtvolumen vofl vorstellen. Wenn wir bereits wissen, daBseintritt,

so entspricht die W'keit, dass auch eintritt, dem Anteil von WEA N B) an WS B): Die bedingte

Wahrscheinlichkeit vord gegeberB ist

Ws(AN B)
Ws(B)

Sind A und B unabléngige Ereignisse, so folgt i4| B) =Ws(A).

Ereignisse knnen zum Beispiel sein, dass Zufallsvariable gewisse Werte oder WWegtavissen
Mengen annehmen, z.B. ist dann s U|Y" € V) definiert, wobeiX undY Zufallsvariablen und/
undV Teilmengen aus ihren Wertebereichen sind. Es gibt dann au¢W W</ |Y"). Dieser Ausdruck ist
eine Zufallsvariable, deren Wert véhabhangt. Wenry” den Werty annimmt, so nimmt WsX € UY")
den Wert W¢X € U|Y =y) an.

Ws(A|B) = (Formel von Bayes).

A.3 Erwartungswert und bedingte Erwartung

Wir nehmen nun an, dass wir es mit Zufallsvariablen zu tun haben, die Wéteder einem Vektorraum
UberR annehmen. WenX eine solche Zufallsvariable ist, undrfX nur abahlbar viele Werte in Frage
kommen, Knnen wir derErwartungswertvon X so definieren:

EX =) z-Ws(X =z
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Hat X einen kontinuierlichen Wertebereichissen wir die Summe durch ein Integral ersetzen:
EX := /m-WS(X € dx)

Eine wichtige Eigenschaft, die das Rechnen mit Erwartungswerten dmgemacht, ist die Lineait:
Fur ZufallsvariablenX, Y und Zahlenz, b rechnet mal leicht nach, dass folgendes gilt:

E(a-X+b-Y)=a-EX+b-EY

Ist V ein zufilliger Vektor undM eine (nicht-zuéillige) Matrix passender GRe, so gilt entsprechend
E(M-V)= M- -E(V).

Man beachte jedoch, daB$f (X)) im allgemeinen (alsdir nichtlineare Abbildungerfi etwas ande-
res ist alsf (EX). Von der Qiltigkeit der Gleichung(XY) = EX - EY kann nur ausgegangen werden
wennX undY stochastisch unalingig sind.

Die bedingte Erwartungon X gegeben ein EreigniB ist definiert durch:

IE(X|B)::Z:L‘-WS(X:x|B) bzw. E(X|B)::/x-WS(X€da?|B)

T

IstY eine Zufallsvariable, so i (X |Y") ebenfalls eine Zufallsvariable, und ihr Weétrigt vonY” ab:
{Y =y} = {E(X]Y) = E(X|Y = y)}
Die Linearifat gilt auch @ir die bedingte Erwartung. Wichtig ist auch die folgende Formel, die man leicht
nachrechenen kann:
E(E(X|Y)) =EX
A.4 Varianz und Kovarianz
Sind X undY reelwertige Zufallsvariablen, so heif3t
cov(X,Y) :=E((X —EX)(Y —EY)) = E(XY) —EX -EY
die Kovarianzvon X undY'. Die Varianzvon X ist
var(X) = cov(X, X)

und dieStandardabweichungon X ist SD(X)= /var(X).
Die Kovarianz ist bilinear. IS¢ eine weitere Zufallsvariable und simdund b reelle Zahlen, so gilt
also
covia- X +b-Z,Y)=a-covX,Y)+b-cov(Z,Y)

und
cov(X,a-Y+b-Z)=a-cov(X,Y)+b-covX, 7).
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Daraus ergibt sich eine binomische Formigl die Varianz
var(X +Y) =var(X) +2-cov(X,Y) +var(Y)

sowie
var(a - X) = a® - van X).

Gilt cov(X, Y)=0, so sindX undY unkorreliert. Man mache sich klar, dass unabige Zufalls-
variablen immer unkorreliert sind, dass es aber unkorrelierte Zufalidlan gibt, die voneinander
abhangig sind.

A.5 Die relative Entropie

Sindp = (p1,...,pn) Undq = (g, ..., qn) Verteilungen auf derselben Menge, so heilitp, q) =
> .iDi log (mit 0log 0 := 0) relative Entropievon p zu ¢ oder auchKullback-Leibler-Information
Offensmhthch QiltH (p,q) = 0, falls¥; p; = ¢;, undH (p, q) = oo, falls 3; p; # 0 = g;.

Dagq eine Verteilung ist, gilly, = 1 — Z?:‘ll ¢;. Seip gegeben. Durch Nullsetzen der Ableitungen
von H (p, ¢) nachg; suchen wir die Verteilung, fur die H (p, ¢) minimal wird. Rir j < n sei

f(a5) = H(p,q) = pnlog ——=—— +sz logf
Z i
Ableiten ergibtf'(¢;) = p: Z—j Wenn man dasiir jedes; mit O gleichsetzt, ergibt sich, dass nur
dort ein Minimum vonH (p, ¢) sein kann, wov; % = Z—: gilt. Wegen) . p; = Y. ¢; kann das nuriir
p = q gelten. Das Minimum liegt also béf (p, p) = 0 und die relative Entropie kann somit nicht negativ
werden.

A.6 Die Normalverteilung

EineR-wertige ZufallsvariableX ist normalverteilt(oder auctGaul3-verteilf mit Erwartungswert: und
Varianzo? (bzw. Standardabweichung), kurz X ~ N(u,0?), falls X die Wahrscheinlichkeitsdichte

_(e=p? . .
frax— \/21706 22 besitzt, falls also gilt

1 _(z—p)?

Pr(X € [z,2+¢]) = ——e 22 -e+o0(c?)
2mo

oder, was auf’s selbe hinaasift,

b 2
1 (z—p)
Pr(X € [a, b)) :/ 5 e 207 du.
o

Gilt X ~ AN(0,1), so heiRtX standardnormalverteilt
Die Binomialverteilung mit Parameteifm, p) kann man gut durch die Normalverteilung mit dem
passenden Erwartungswert p und der passenden Varianz p - (1 — p) approximieren, falls: sehr
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grof3 undp weder zu nahe bei 0 noch zu nah bei 1 ist. Eine Faustregel besagytidas Approximation
fur viele Anwendungen hinreichend genau ist, fallsp - (1 — p) groRer als 9 ist.
Ein zufalliger Vektor

mit Werten inR™ heil3t standardnormalverteilt, falls alle seine Komponetgstandardnormalverteilt
und voneinander stochastisch unabbig sind. Ist € R und M einem xn-Matrix, soisty’ = v+M X
ein normalverteilter Zufallsvektor mit ErwartungsvekidY” = v und Kovarianzmatrix’ = M - M7,
wobei.” fir “transponiert” steht. Der Eintrag(;; in Zeile : und Spaltej der Kovarianzmatrix ist die
Kovarianz vonY; undYj, alsoE((Y; — EY;)(Y; — EY;)). Jedem-dimensionale Normalverteilung ist
durch ihren Erwartungsvektor und ihre Kovarianzmatrix eindeutig bestimmt.

A.7 Poisson-Approximation der Binomialverteilung

Eine ZufallsvariableX mit Werten in{0, 1, ...,n} hei3tbinomialverteiltmit Parameterrin, p), wenn
gilt

wix = 1) = () -t
Es gilt dannEX = np undVar(X) = np(1 — p).

Das wesentliche Beispiel ist: Es werderstochastisch unalingige Zufallsereignisse betrachtet,
die alle mit Wahscheinlichkeip eintreten. Dann ist die Anzahl der eintretenden Ereignisse)-
binomialverteilt. Zur Maximum-Likelihood-S@&izung des Parametersiehe Seite 40.

Fallsn sehr grof3 ung sehr klein ist, kann man die Binomialverteilung durch die Poisson-Verteilung
zum Parametek = np approximieren. Die Poisson-Verteilung ist dann rechnerisch etwash#rfau
handhaben.

Eine Zufallsvariablé” mit Werten in{0, 1, 2, . . .} heisst Poisson-verteilt zum Parametefalls gilt:

Ws(Y =k) = )]je_’\
Es giltdannEY = Var(Y) = \.

Die Poisson-Verteilung ist schon allein deshalb angenehm, da sie nurkiimegen Parameter hat.
Durch ihren Erwartungswert sind bereits alle Wahrscheinlichkeiten bestimmit.

Die folgenden beiden Grafiken zeigen die Wahrscheinlichkeitsgewichés Bioisson-Verteilung
zum Parametek = 5 (Kreise) im Vergleich mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten irconis-
alverteilungen mit dem selben Mittelwert (Kreuze). Links sind die Parangeter) = (10,0.5) und die
Approximation funktioniert offensichtlich noch nicht sehr gut. Rechtstséshmit(n, p) = (100,0.05)
schon besser aus.
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B Numerische Verfahren

Viele wichtige numerische Verfahren findet man in Press et al. (1992).

B.1 Das Newton-Verfahren zur Nullstellen-Suche

Um eine Nullstelle einer Funktioyf zu finden, deren Ableitung man berechnen kann, starte man an
einer Stellexy und berechng (xy) und f'(x¢). Wenn f affin ware (also von der Form.z + b), dann
lage die Nullstelle beiy — f(x0)/f'(x0). Wir hoffen, dassf zumindest lokal um den Punkt herum
durch eine affine Funktion approximiert werden kann, und dassomit raher an einer Nullstelle liegt.
Dies iterieren wir. Sei als@,,+1 = x, — f(z,)/f'(z,). Wenn f nicht zu wild ist, kommt man damit
zumindest beliebig nahe an eine Nullstelle heran, und zwar meistens sebli.sch
MEHRDIMENSIONALES NEWTON-VERFAHREN BESCHREIBEN... BIS DAIN SIEHE PRESS
ET AL.
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