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R.C. Deonier, S. Tavaré, M.S. WatermanComputational Genome Analysis.Springer, 2005

R. Durbin, S. Eddy, A. Krogh, G. Mitchison:Biological sequence analysis.Cambridge Univ. Press, 1998

W. Ewens, G. Grant:Statistical Methods in Bioinformatics.Springer, 2001.

J. Felsenstein:Inferring Phylogenies. Sinauer, 2004.

D. Gusfield:Algorithms on strings, trees and sequences: computer science and computational biology.

Cambridge University Press, 1999.

R. Nielsen (Ed.):Statistical Methods in Molecular Evolution. Springer, 2005

M.S. Waterman:Introduction to Computational Biology. Chapman & Hall, 1995

1



Inhaltsverzeichnis

1 Klassische Alignment-Algorithmen f̈ur Sequenzpaare 5

1.1 Score-Optimierung mit dynamischer Programmierung . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 6

1.1.1 Globales Alignment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.2 Lokales Alignment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.3 Mischformen von lokal und global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 9

1.1.4 Globales Alignment mit linearem Speicheraufwand . . . . . . . . . . . . . . .. 11

1.2 Scores f̈ur Matches und Mismatches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.1 PAM-Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.2 BLOSUM-Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3 Mustersuche und BLAST . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 19

1.3.1 Die Suchstrategie von BLAST . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.2 Ein Muster in einem Text suchen: Der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus. . . . . 20

1.3.3 Mehrere Muster in einem Text suchen: Der Aho-Corasick-Algorithmus . . . . . 22

1.4 Signifikanz lokaler Alignments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 25

1.4.1 Fragestellung und Allgemeines zur Signifikanz . . . . . . . . . . . . . . . . .. 25

1.4.2 e-Werte f̈ur hohe Scores bei HSPs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.4.3 Was heißt das alles für die Wahl des Score-Schemas? . . . . . . . . . . . . . . . 31

1.4.4 p-Werte f̈ur hohe Scores bei HSPs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.4.5 e-Werte f̈ur hohe Scores bei Alignments mit Gaps . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2 Hidden Markov Modelle 34

2.1 Ein Hidden Markov Modell f̈ur CpG-Inseln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.2 Der Viterbi Algorithmus findet den wahrscheinlichsten Pfad . . . . . . . .. . . . . . . 36

2.3 Wahrscheinlichste einzelne Zustände: Der vorẅarts-r̈uckwärts-Algorithmus . . . . . . . 37
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6.5.3 Griffiths und Tavaré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

6.5.4 Stephens und Donnelly . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

A Einige stochastische Grundlagen 126

A.1 Stochastische Unabhängigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

A.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Bayes-Formel . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 126

A.3 Erwartungswert und bedingte Erwartung . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 126

A.4 Varianz und Kovarianz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 127

A.5 Die relative Entropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 128

A.6 Die Normalverteilung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .128

A.7 Poisson-Approximation der Binomialverteilung . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 129

B Numerische Verfahren 130

B.1 Das Newton-Verfahren zur Nullstellen-Suche . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 130

4



1 Klassische Alignment-Algorithmen f̈ur Sequenzpaare

Gegeben seien zwei DNA- oder Protein-Sequenzenx, y ∈ A∗, (A bezeichne das entsprechende Alpha-

bet,A∗ die Menge der endlichen ẄorterüberA).

Frage: Welche Positionen in den Sequenzen gehören zueinander? (z.B. bzgl. Abstammung oder Funkti-

on)

Z.B. seien die DNA-SequenzenACGGTTTundAGTCCTgegeben. Plausibel erscheint dann z.B. folgen-

des Alignment:

ACG__GTTT

A_GTCCT__

Wenn an zwei miteinander alignierten Positionen die gleichen Buchstaben ausA (also Basen bzw.

Aminos̈auren) stehen, sprechen wir von einemMatch, bei ungleichen von einemMismatch. Eine Folge

von Strichen, die gegenüber direkt aufeinanderfolgenden nicht alignierten Positionen stehen,wird als

Gap bezeichnet. Obiges Alignment enthält also 3 Matches, ein Mismatch und drei Gaps, von denen

einer der L̈ange 1 und zwei der L̈ange 2 sind. Wenn die Sequenzen gemeinsamen Ursprungs sind und das

Alignment darstellt, welche Positionen zueinanderhomolog sind, dann entsprechen GapsInsertionen

undDeletionen, die sich seit dem jüngsten gemeinsamen Vorfahren der Sequenzen ereignet haben.

Folgendes Beispiel zeigt, wie man Alignments als Pfade durch Graphen darstellen kann:
A C G G T T T

A

G

T

C

C

T

Alignierte Positionspaare werden hier als diagonale Stücke dargestellt, Gaps in der oberen Sequenz

entsprechen vertikalen und Gaps in der anderen Sequenz horizontalenLinien.

Es handelt sich hierbei um einglobales Alignment, d.h. wir gehen von vornherein davon aus, dass

die Sequenzen gemeinsamen Ursprungs sind (oder zumindest eineähnliche Funktion haben), und wollen

sie m̈oglichst komplett alignieren, d. h. der Pfad beginnt in der linken oberen Ecke des Graphen und endet

in der rechten unteren. Gaps am Anfang und Ende werden genauso behandelt wie Gaps innerhalb der

Sequenzen.

Im Gegensatz dazu geht es beimlokalen Alignment darum, ob innerhalb der (evtl. sehr langen)

Sequenzen (von denen eine oft eine Datenbank ist) kürzere Teilsequenzen gut gegeneinander alignierbar

sind. Es stellt sich dann auch die Frage der Signifikanz: Können die beobachteten̈Ubereinstimmungen

rein zuf̈allig zustande kommen?
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1.1 Score-Optimierung mit dynamischer Programmierung

Als Kriterium, wie “gut” ein Alignment ist, wird ein Score definiert. Dabei werden i. d. R. Matches

belohnt und Mismatches und Gaps bestraft. Ein einfaches Beispiel: Belohne jeden Match mit +1, bestrafe

jeden Mismatch mit der Mismatch penalty−m und jeden Gap der L̈angeg mit −γ(g) = −d−(g−1) ·e.

Das obige Alignment ẅurde also den Score3 − m − 3d − 2e erhalten. Die positiven Zahlend und e

heissengap open penaltyundgap extension penaltyund es giltd ≥ e. Da γ affin in g ist, spricht man

von eineraffinen Gap penalty, und mitlinearer Gap penaltybezeichnet man den Spezialfalld = e.

Auch andere monoton steigende Funktionen für γ werden gelegentlich benutzt.

Insbesondere bei Protein-Sequenzen verwendet man Score-Schemata, die nicht nur zwischen Match

und Mismatch unterscheiden, sondern jedem Paar(a, b) ∈ A2 einen Scores(a, b) zuordnen (etwa durch

PAM- oder BLOSUM-Matrizen; dazu später mehr). F̈ur a = b ist s(a, b) normalerweise positiv und

für a 6= b eher (aber nicht immer) negativ. Das Score-Schema wirdüblicherweise so geẅahlt, dass f̈ur

zufällige, nicht verwandte Sequenzen ein negativer Score zu erwarten ist.Oft wird s(a, b) > 2γ(1)

gefordert, so dass ein Mismatch zwischena und b nicht strenger bestraft wird als zwei einzelne Gap-

Positionen, durch die man ihn vermeiden könnte.

1.1.1 Globales Alignment

Gegeben: zwei Sequenzenx = (x1, x2, . . . , xn) ∈ An undy = (y1, . . . , ym) ∈ Am und ein Score-

Schemas(a, b) für a, b ∈ A mit affiner Gap penaltyγ(g) = d + (g − 1) · e.

Gesucht: globales Alignment vonx undy mit maximalem Score.

erster Ansatz (naiv): Berechne f̈ur jedes denkbare Alignment den Score und nimm das Maximum.

Problem: Es gibt so etwa3max(n,m) mögliche Alignments, und wir wollen nicht exponential lange

rechnen.

Ausweg: Dynamische Programmierung nach Needleman und Wunsch (1970)

Beschrifte jede Kante des Alignment-Graphen mit dem Score des besten dort endenden Alignments

der Sequenzanfänge.

SeiDij (bzw.Hij , bzw.Vij) der Score des besten Alignments von(x1, . . . , xi) und(y1, . . . , yj) das

mit xi
yj

(bzw. xi , bzw. yj
) endet (D, H undV stehen f̈ur “diagonal”, “horizontal”, “vertikal”).
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D11 D21

D12 D22 Dij

Dnm

Di+1,j+1

H10 H20

H11

Hij Hi+1,j

Vnm

V01

V02

V11

Vij

Vi,j+1

Hnm

y1

yj

ym

x1 x2 xi xn

Wenn es gelingt, alleDij , Vij , Hij effizient auszurechen, erhalten wir auch leicht den maximal er-

reichbaren ScoreS∗ eines globalen Alignments vonx undy, denn es gilt:

S∗ = max{Dnm, Vnm, Hnm}

Für die Beschriftungen der Kanten am linken und am oberen Rand gilt:

D11 = s(x1, y1)

D1j = s(x1, yj) − d − e · (j − 2)

Di1 = s(xi, y1) − d − e · (i − 2)

Hi0 = −d − e · (i − 1)

H1j = −2d − e · (j − 1)

V0j = −d − e · (j − 1)

Vi1 = −2d − e · (i − 1)

Für i, j ≥ 1 gilt:

Di+1,j+1 = s(xi+1, yj+1) + max{Dij , Hij , Vij}
Hi+1,j = max{Dij − d, Hij − e, Vij − d}
Vi,j+1 = max{Dij − d, Hij − d, Vij − e}

(Je nach Score-Schema kann es sein, dass ein direkterÜbergang zwischen horizontalen und vertikalen

Kanten, also Gaps in der einen und der anderen Sequenz, bei Score-optimierten Alignments ausgeschlos-

sen ist.)

Nach der Idee der dynamischen Programmierung verwenden wir diese Rekursionen nun in einer

günstigen Reihenfolge, nämlich Zeile f̈ur Zeile, so dass die nötigen Zwischenergebnisse jeweils bereit-

stehen:
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Berechne Hi0 und V0j f ür alle i ≤ n und j ≤ m.

Für j von 1 bis m:

Für i von 1 bis n:

Berechne Dij , Hij und Vij nach obigen Gleichungen

Damit erhalten wir also in ZeitO(nm) den optimalen Score, denn es müssen3nm + n + m Kanten

beschriftet werden, und der Zeitaufwand pro Kante ist unabhängig vonn undm.

Wie finden wir aber das zum optimalen Score gehörige Alignment?

Dazu laufen wir im Alignment-Graphen von rechts unten nach links

oben. Zuerst ẅahlen wir die Kante aus, die die höchste Beschriftung

Dnm, Hnm oderVnm hat. Dann ẅahlen wir jeweils die Kante, die bei

der Berechnung der Beschriftung der zuletzt gewählten Kante das “Ma-

ximum” geliefert hat. Das machen wir solange bis wir links oben ange-

kommen sind. Der Zeitaufwand ist offensichtlich linear inn umm.

Insgesamt liefert also der Needleman-Wunsch-Algorithmus das Alignment mitoptimalem Score mit

Zeit- und SpeicherplatzaufwandO(nm).

Nicht-affine Gap-Penalty: Wennγ nicht affin ist, z.B.γ(g) = 1 + log(g), sehen die Rekursionen ein

bisschen anders aus, z.B.:

Hij = max
k=1,...,i−1

{max{Dkj , Vkj} − γ(i − k)}

Der Aufwand in jedem Schritt ẅachst also linear mitn bzw. m, da jeweilsüber linear viele Werte für

k maximiert werden muss. Als Zeitabschätzung erhalten wir damit bei Verwendung dieser Rekursion

O(nm(n + m)).

1.1.2 Lokales Alignment

Nun geht es also darum, ob und ggf. welche Teile zweier SequenzenACTGCTTCGGCTTCGGCT

T
C

G
G

T
C

G
T

A
T

T
A

G
C

G
G

C
T

G
G

C
T

T
T

C
G

G

AGGCTT

A
C

G
C

G
G

C
T

C
G

G

ACGTACGTGCGTCG

(von denen eine oft eine ganze Datenbank ist) miteinander alignierbar

sind. Die Strategie ist dabei, Alignments von Teilsequenzen so lange zu

verfolgen, wie der Score positiv bleibt. Das Score-Schema muss also so

geẅahlt sein, dass globale Alignments unverwandter Sequenzen höchst-

wahrscheinlich negativen Score bekommen. Bezeichnetha die relative

Häufigkeit vona ∈ A, so muss also insbesondere gelten:

∑

a,b∈A
ha · hb · s(a, b) < 0

Sonst ist bereits für gaplose Alignments unverwandter Sequenzen ein positiver Score zu erwarten.

Wir verwenden hier wieder eine affine Gap-Penalty-Funktionγ(g) = d + (g − 1)e.
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Der Algorithmus von Smith und Waterman (1981) zum Finden des optimalen lokalenAlignments bei

affiner (in der Orginalarbeit linearer) Gap-Penalty ist eine Variante desNeedleman-Wunsch-Algorithmus.

Diesmal sind die Beschriftungen der Kanten des Alignment-GraphenDij , Hij , Vij die Scores der besten

lokalenAlignments, die in der jeweiligen Kante enden. Z. B. ist jetzt alsoDij der beste Score eines Ali-

gnments von Teilsequenzen(xk, . . . , xi) und (yl, . . . , yj), das mit xi
yj

endet, jedoch einschließlich des

Falls, dass die Teilsequenzen leer sind, was dem Score 0 entspricht. Dieser Fall hat die Interpretation,

dass es sich nicht lohnt, an der Stelle(i, j) ein Alignment weiterzuf̈uhren, und dass man lieber daneben

mit einem neuen lokalen Alignment anfängt.

Wir erhalten also die Rekursionsgleichungen

Di+1,j+1 = max{0, Dij + s(xi+1, yj+1), Hij + s(xi+1, yj+1), Vij + s(xi+1, yj+1)}
Hi+1,j = max{0, Dij − d, Hij − e, Vij − d}
Vi,j+1 = max{0, Dij − d, Hij − d, Vij − e}

und entsprechende Gleichungen für die Kanten am linken und oberen Rand.

Damit beschriften wir alle Kanten des Alignment-Graphen und merken uns, welche Kante den ma-

ximalen Wert erhielt. Wir laufen dann von dieser Kante aus (und nicht wie bei Needleman-Wunsch von

rechts unten) im Alignment-Graphen nach links und/oder oben, indem wir wieder jeweils die Kante

wählen, die den maximalen Beitrag zur aktuellen Kante geliefert hat. Dies tun wir so lange, bis wir auf

eine Kante treffen, die mit dem Wert 0 beschriftet ist. Damit haben wir dann das optimale Alignment

zurückverfolgt (vgl. Abbildung 1).

Ebenso wie der Needleman-Wunsch-Algorithmus benötigt der Smith-Waterman-Algorithmus Zeit

und SpeicherplatzO(nm). (Das ist nicht schlecht, aber nicht gut genug für die Suche in großen Da-

tenbanken. Das Programm BLAST etwa läuft wesentlich schneller, kann dafür aber nicht garantieren,

wirklich das optimale Alignment zu finden. Wir werden später darauf zur̈uckkommen.)

1.1.3 Mischformen von lokal und global

Alternativ zum lokalen oder globalen Alignment kann auch vorgegeben werden, dass eine Sequenz kom-

plett mit einem Teil der anderen Sequenz aligniert werden soll oder dassder Anfang einer Sequenz mit

dem Ende der anderen aligniert werden soll. Also sollen folgende Typenvon Alignment-Pfaden bevor-

zugt werden:

Das l̈asst sich leicht erreichen: Wir m̈ussen nur am Needleman-Wunsch-Algorithmus für globales

Alignment zweiÄnderungen vornehmen. Zum einen ist die Initialisierung nun:

D1j = s(x1, yj), Di1 = s(xi, y1), V0j = Hi0 = 0, Vi1 = H1j = −d

9



Abbildung 1: F̈ur zwei Sequenzen von je 300 rein zufälligen Nukleotiden wurde mit Smith-Waterman

das optimale lokale Alignment berechnet (rot). Die Grauwerte zeigen die “Inseln” der Punkte(i, j), in

denenDij große Werte annahm. Das rechte untere Ende des optimalen lokalen Alignments liegt dort,

wo Dij maximal wird.
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(Die Rekursionsgleichungen für dieübrigen Kantenbeschriftungen bleiben dieselben wie bei Needleman-

Wunsch.)

Zum anderen beginnt das Zurückverfolgen des optimalen Alignments nicht unbedingt in der rechten

unteren Ecke des Alignment-Graphen, sondern am rechten oder unteren Rand, und zwar dort, woDij

mit i = n oderj = m maximal wird.

1.1.4 Globales Alignment mit linearem Speicheraufwand

Wir behandeln nun einen Algorithmus, der auf Hirschberg (1975) und auf Myers und Miller (1988)

zurückgeht.

Zunächst einmal bemerken wir: Wenn wir nur den Score des optimalen globalen Alignments haben

wollen, aber nicht das Alignment selbst, dann können wir beim Needleman-Wunsch-Algorithmus, je-

weils nachdem wir f̈ur ein fest geẅahltesj für jedesi die WerteDij , Hij undVij (also eine Zeile im

Alignment-Graphen) berechnet haben, die vorherige Zeile (also die Werte Di,j−1, Hi,j−1 und Vi,j−1)

löschen. Damit haben wir nur linearen Speicheraufwand. Allerdings verwendet der Needleman-Wunsch-

Algorithmus die Werte der vorherigen Zeilen, um das optimale Alignment zurückzuverfolgen.

Eine Alternative beruht auf der Idee, zunächst zu ermitteln, was das optimale Alignment mit der

Mitte der Sequenzy = (y1, . . . , ym) tut, und genau das dann rekursiv für die erste und die zweite Hälfte

vony aufzurufen.

Sei alsok := ⌊m
2 ⌋ und es seĩDik für i ≤ n der Score des besten Alignments unter allen, in denen die

Paarungxi
yk

vorkommt.Ṽik sei der Score des besten Alignments unter allen, in denen diek-te Position

der Sequenzy gegen̈uber einem Gap zwischen deri-ten und deri + 1-ten Position der Sequenzx steht.

Für die Berechnung voñDik und Ṽik verwenden wir nochD′
ij , H ′

ij und V ′
ij , den Score des be-

sten mit xi
yj

(bzw. xi , bzw. yj
) beginnenden Alignments der Sequenz-Enden(xi, xi+1, . . . , xn) und

(yj , yj+1, . . . , ym).

Wir könnenD′
ij , H ′

ij und V ′
ij für alle i, j mit dynamischer Programmierung gemäß Needleman-

Wunsch berechnen, da es gerade die WerteDn−i+1,m−j+1, Hn−i+1,m−j+1 undVn−i+1,m−j+1 für die in-

vertierten Sequenzen(xn, xn−1, . . . , x1) und(ym, ym−1, . . . , y1) sind. Anders ausgedrückt: Wir können

D′
ij , H ′

ij undV ′
ij mit analogen Rekursionen wie bei Needleman-Wunsch berechnen, fangen dabei aber

nicht bei der ersten Zeile sondern mit der letzten Zeile des Graphen an, also mit den WertenD′
im, H ′

im

undV ′
im, die wir in der Reihenfolgei = n, n − 1, . . . , 1 berechnen. Z.B. gilt:

D′
ij = s(xi, yj) + max{D′

i+1,j+1, H
′
i+1,j , V

′
i,j+1}

Um nunD̃ik und Ṽik für allei zu berechnen, berechnen wir zunächst mittels dynamischer Programmie-

rung alle WerteDij , Hij undVij für i ≤ n und j < k (!) sowie alle WerteD′
ij undV ′

ij für i ≤ n und

j > k sowieH ′
ij für i ≤ n und j ≥ k. Um Speicher zu sparen, löschen wir dabei die jeweils̈alteren

Zeilen, die wir nicht mehr brauchen.

Mit den Gleichungen

D̃ik = s(xi, yk) + max{Di−1,k−1, Hi−1,k−1, Vi−1,k−1} + max{D′
i+1,k+1, H

′
i+1,k, V

′
i,k+1}
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Ṽik = max{Di,k−1 − d, Hi,k−1 − d, Vi,k−1 − e} + max{D′
i+1,k+1, H

′
i+1,k, V

′
i,k+1 − e + d}

berechnen wir dann die WertẽDik und Ṽik für i ≤ n (also die mittlere Zeile im Alignment-Graphen)

und suchen davon das Maximum, womit wir ermittelt haben, was das optimale Alignment mit derk-ten

Position vony anstellt. Wir haben dazu3nm + n + m ≈ 3nm Kanten mit Werten beschriftet.

Seil die Position inx, für dieD̃lk (oderṼlk) das gefundene Maximum ist. Dann wissen wir, dass das

optimale Alignment die Sequenzanfänge(x1, . . . , xl−1) (oder(x1, . . . , xl)) und (y1, . . . , yk−1) mitein-

ander aligniert sowie die Sequenzenden(xl+1, . . . , xn) mit (yk+1, . . . , ym). Um für beide Sequenzpaa-

re jeweils wieder herauszufinden, was das optimale Alignment mit der Mitte der zweiten Sequenz tut,

müssen wir insgesamt höchstens3l(k−1)+ l+k−1+3(n− l)(m−k)+(n− l)+(m−k) ≈ 3nm/2

Kanten beschriften. Bei den folgenden rekursiven Aufrufen wird die Anzahl der zu berechnenden Kan-

ten (symbolisiert durch die dunklen Flächen in den nachfolgenden Abbildungen A bis E; die schwarzen

Streifen stellen jeweils die mittleren Zeilen der (Teil-)Sequenz (von)y dar) jeweils im Wesentlichen

halbiert.
B C D EA

Insgesamt muss also ungefähr 3nm(1 + 1
2 + 1

4 + 1
8 + . . .) ≈ 6nm mal ein Wert f̈ur eine Kante

berechnet werden. Damit ist die Rechenzeit immer nochO(nm) (wenn auch etwa doppelt so groß wie

beim Needleman-Wunsch-Algorithmus) und der Speicherbedarf istO(n).

1.2 Scores f̈ur Matches und Mismatches

1.2.1 PAM-Matrizen

Dayhoff, Schwarz und Orcutt (1978) haben sich bei der Konstruktion der PAM-Matrizen, eines Score-

Schemas f̈ur Matches und Mismatches von Aminosäuren, von der Idee leiten lassen, dass die Scores

reflektieren sollten, wie ḧaufig die Aminos̈auren durch Punktmutationen ineinanderüberf̈uhrt werden.

Der Einfachheit halber bezeichnen wir hier die Aminosäuren mitA1, A2, . . . , A20. Gesucht ist also

zun̈achst eine Matrix

M =




m11 m12 . . . m1,20

m21 m22 . . . m2,20

...
...

. . .
...

m20,1 m20,2 . . . m20,20




,

deren Eintr̈agemij brauchbare Scḧatzungen f̈ur die Wahrscheinlichkeit sind, dass an einer Stelle, wo

Ai stand, nach einer Zeiteinheit die AminosäureAj steht. Die Zeiteinheit ist dabei 1 PAM (Prozent

akzeptierterMutationen), also die Zeitspanne, in der der pro Position 0.01 Substitutionen stattfinden,

12



wobei wir hier und im Folgenden nur solche Substitutionen betrachten, die nicht wieder durch Selektion

verschwinden.

Damit die Eintr̈age vonM als Wahrscheinlichkeiten interpretiert werden können, muss f̈ur alle i, j

gelten:0 ≤ mij ≤ 1 und
∑

k mik = 1. Außerdem wird, um die Modellklasse etwasüberschaubarer

zu halten, noch Reversibilität gefordert, d. h. es sollen im Schnitt genauso viele Positionen vonAi nach

Aj mutieren wie umgekehrt. Das bedeutet, dasshimij = hjmji gelten muss, wobeihi die relative

Häufigkeit bezeichnet, mit der die AminosäureAi vorkommt (d. h. auch hier gilt
∑

i hi = 1).

Dayhoff et. al (1978) haben die MatrixM aus damals zur Verfügung stehenden Protein-Datensätzen

gescḧatzt. Es wurden 71 Blöcke von Teilsequenzen verwendet, die gaplos und sehr eindeutig aligniert

waren. Je 2 Sequenzen innerhalb eines Blocks durften sich höchstens in 15% der Positionen unterschei-

den.

Für jeden solchen Block wurden dann gewurzelte parsimonische Stammbäume mit Sequenzbelegun-

gen der inneren Kanten konstruiert, also Bäume, die mit m̈oglichst wenigen Mutationen auskommen (wie

das effizient zu machen ist, wird in einem späteren Kapitel der Vorlesung thematisiert). Zum Beispiel gibt

es f̈ur den Block aus drei Sequenzen der Länge zwei

LL

LI

II

folgende f̈unf maximal-parsimonische B̈aume mit inneren Sequenzen:

LI

LL

LI II LL

II

LI

IILILL

LI

LI

LI II LL

LI

LI

LL II LI

LI

LI

LL LI II

Wir beobachten folgende Anzahlen anÜberg̈angen l̈angs einer Kante:
insgesamt das macht im Schnitt pro Baum (Cij)

L→L 15 3

I →I 15 3

L→I 5 1

I →L 5 1
In diesem Beispiel wurden genausovieleÜberg̈angeL→I wie I →L beobachtet. Das ist eher un-

typisch und wird normalerweise nicht der Fall sein. Da wir aber von Reversibilität ausgehen, sym-

metrisieren wir die mittleren AnzahlenCij der Überg̈ange pro Baum, d. h. wir rechnen weiter mit

Aij = 1
2(Cij + Cji).

Eine naheliegende Schätzung f̈ur die Wahrscheinlichkeit, dass ein in einem inneren Knoten eines der

Bäume stehendenAi am anderen Ende einer ausgehenden Kante zu einemAj geworden ist, ist nun:

aij =
Aij∑
m Aim
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Das ist naẗurlich ganz grob, denn hier wird nicht berücksichtigt, dass die Kanten alle unterschiedliche

Länge haben, d. h. für unterschiedliche evolutionäre Zeitspannen stehen. Genauso grob gehts weiter: Da

wir nicht die Längen der Kanten in den parsimonischen Bäumen als Zeiteinheit benutzen wollen, sondern

1 PAM, skalieren wir durch Multiplikation mit einer geeigneten positiven Konstante:

mjk := c · ajk für j 6= k

Damit die Zeilen der MatrixM in Summe 1 ergeben, m̈ussen wir außerdem setzen:

∀j : mjj := 1 −
∑

k 6=j

mjk

Bei dieser Vorgehensweise werden Sättigungseffekte durch R̈uck- und Mehrfachmutationen, die sich

über l̈angere Zeitspannen an einer Position ereignen können, vernachlässigt. Das erscheint vertretbar,

wenn die evolution̈aren Zeitspannen, um die es hier geht, also die Kantenlängen und das PAM, sehr klein

sind. Insbesondere mussc so klein sein, dass allemij kleiner als 1 sind.

Da c so geẅahlt sein soll, dass sich in einem durchM beschriebenen Schritt 1 Mutation pro 100

Positionen ereignet, muss gelten:

1

100
=
∑

i

∑

j 6=i

himij = c ·
∑

i

∑

j 6=i

hiaij

Wir wählen alsoc = (100 ·∑i

∑
j 6=i hiaij)

−1.

Die Matrix

M =




m11 m12 . . . m1,20

m21 m22 . . . m2,20

...
...

. . .
...

m20,1 m20,2 . . . m20,20




,

beschreibt dieÜbergangswahrscheinlichkeiten für einen 1 PAM-Zeitschritt in folgendem Sinne: Sind

h(0) = (h
(0)
1 , . . . , h

(0)
20 ) die relativen Ḧaufigkeiten der Aminos̈auren in einer Sequenz, so kann man die

erwarteten ḦaufigkeitenEh(1), die sich ergeben, wenn die Sequenz einen PAM-Zeitschritt evolviert,

berechnen, indem man die Matrix von rechts auf den Vektor anwendet:

Eh(1) = h(0) · M = (h
(0)
1 , . . . , h

(0)
20 ) ·




m11 m12 . . . m1,20

m21 m22 . . . m2,20

...
...

.. .
...

m20,1 m20,2 . . . m20,20




=

(
20∑

i=1

h
(0)
i mi1,

20∑

i=1

h
(0)
i mi2, . . . ,

20∑

i=1

h
(0)
i mi,20

)

Um die erwarteten Ḧaufigkeiten nach zwei Zeitschritten zu berechnen, muss manM ein weiteres

Mal von rechts draufmultiplizieren:Eh(2) = h(0) · M · M = h(0) · M2 usw. Allgemein gilt also, dass
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die Übergangswahrscheinlichkeiten für eine Gesamtdauer vonn Zeitschritten durch

Mn =




m
(n)
11 m

(n)
12 . . . m

(n)
1,20

m
(n)
21 m

(n)
22 . . . m

(n)
2,20

...
...

.. .
...

m
(n)
20,1 m

(n)
20,2 . . . m

(n)
20,20




,

die n-fache Potenz vonM , beschrieben wird. (Achtung: Bitte nicht die rein symbolische Schreibweise

m
(n)
ij mit mn

ij verwechseln!)

Nebenbemerkung: Bei dem Mutationsmodell haben wir stillschweigend angenommen (und werden

dies auch weiterhin tun), dass die Wahrscheinlichkeit einer Mutation und des neuen Aminos̈aure-Typs

nur von der gegenẅartig an der Position befindlichen Aminosäure abḧangt, aber nicht von der Vergangen-

heit, also nicht von den Aminosäuren, die an dieser Position früher in der Evolutionsgeschichte einmal

standen. Allgemein bezeichnet man einen Prozess, bei dem von Zeitschrittzu Zeitschritt zuf̈allige Zu-

stands̈anderungen stattfinden, deren Wahrscheinlichkeiten nur vom jeweiligen gegenẅartigen Zustand

abḧangen, alsMarkoff-Kette (Markov chain). Die Wahrscheinlichkeiten der Zustandsänderungen kann

man dann durcḧUbergangsmatrizen beschreiben. Wir werden in späteren Kapiteln der Vorlesung noch

viel mit Markoff-Ketten zu tun haben.

Nun aber zum Score: Als Score f̈ur eine Paarung der AminosäurenAi undAj in Sequenzen, die etwa

n PAM-Zeitschritte voneinaner entfernt sind, käme nunhim
(n)
ij in Frage, also die Wahrscheinlichkeit,

mit der Ai an der Position in der ersten Sequenz steht und nachn Zeitschritten zuAj geworden ist.

(Beachte, dass wegen der Forderung der Reversibilität das selbe herauskommt, wenn man die Rollen der

beiden Sequenzen vertauscht.) Allerdings will man diese Wahrscheinlichkeit in Bezug setzen zur Wahr-

scheinlichkeit, dass diese Aminosäuren an zwei Positionen stehen, die eigentlich gar nichts miteinander

zu tun haben. Das ist ja die Situation, die sich ergibt, wenn die Aminosäuren in einem falschen Alignment

willk ürlich übereinander geschoben werden. Diese Wahrscheinlichkeit ist das Produkt der Ḧaufigkeiten

hihj . Als Score k̈ame also jetzt der sogenannte Likelihoodquotient
him

(n)
ij

hihj
= m

(n)
ij /hj in Frage, der uns

sagt, um welchen Faktor dieses Paar von Aminosäuren (un-)wahrscheinlicher ist, wenn die Positionen

aligniert sind, gegen̈uber der nicht-alignierten Situation.

Der Likelihoodquotient eines gaplosen Alignments

Ai1 Ai2 . . . Aik

Aj1 Aj2 . . . Ajk

(also der Quotient aus der Wahrscheinlichkeit der Aminosäurebelegung im Falle der Richtigkeit des

Alignments und der Wahrscheinlichkeit der Aminosäurebelegung im Falle der Unabhängigkeit der Se-

quenzen) ist dann (nach elementaren Regeln der Stochastik) das Produkt der Likelihoodquotienten der

einzelnen Positionen:

hi1m
(n)
i1j1

· hi2m
(n)
i2j2

· · ·hikm
(n)
ikjk

hi1hj1 · hi2hj2 · · ·hikhjk

=
m

(n)
i1j1

hj1

·
m

(n)
i2j2

hj2

· · ·
m

(n)
ikjk

hjk
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A R N D C Q E G H I L K M F P S T W Y V

9890 5 5 6 12 9 11 12 5 2 5 6 9 2 10 29 14 1 2 17

4 9907 5 2 2 16 4 3 8 1 2 30 2 0 3 5 5 4 3 2

3 4 9888 18 2 8 5 6 13 1 1 10 1 1 2 13 8 1 3 1

4 2 21 9905 0 7 28 5 6 0 0 5 0 0 3 7 5 0 1 0

3 1 1 0 9946 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 3 1 1 1 2

4 11 7 5 1 9856 18 2 14 1 3 14 6 1 4 5 5 1 1 2

E 8 5 6 30 0 28 9890 2 7 1 1 15 3 0 4 7 5 1 1 3

11 4 9 7 2 4 3 9952 3 0 1 3 1 0 2 10 2 2 1 1

1 4 7 3 1 9 3 1 9895 1 1 3 2 2 1 2 2 1 9 1

I 2 1 2 0 2 2 1 0 2 9878 22 2 26 7 1 1 5 2 2 42

L 5 4 2 0 3 8 2 1 3 35 9919 3 48 22 4 3 4 5 5 19

5 33 13 5 0 22 15 2 8 2 2 9883 5 1 4 6 9 1 2 2

3 1 1 0 2 4 1 0 2 10 12 2 9859 5 0 2 3 1 1 4

F 1 0 1 0 3 1 0 0 4 5 10 0 9 9923 0 1 1 10 28 3

P 6 2 2 2 0 5 3 1 2 1 2 3 0 1 9943 6 5 0 1 2

S 23 5 17 8 9 9 7 8 6 1 2 7 4 1 8 9862 32 2 4 2

T 11 5 11 6 4 8 5 2 7 6 2 9 7 2 7 33 9879 1 2 12

0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 3 0 0 0 9956 4 0

1 2 2 1 3 1 1 0 13 1 2 1 2 22 1 2 1 10 9924 2

15 2 1 0 8 3 4 1 2 51 14 3 12 5 2 3 14 1 4 9884

Tabelle 1: PAM-1-Substitutions-MatrixM (Alle Einträge sind mit 10000 multipliziert.)

Wir wollen aber keine Score-Funktion haben, die wir von Position zu Positionaufmultiplizieren m̈ussen,

sondern wir wollen eine haben, die wir von Position zu Position addieren können (und die trotzdem noch

eine gewisse Interpretation hat). Also ziehen wir einfach den Logarithmus,dessen wichtigste Eigenschaft

es ist, Produkte in Summen zu verwandeln:

log

(
m

(n)
i1j1

hj1

·
m

(n)
i2j2

hj2

· · ·
m

(n)
ikjk

hjk

)
= log

m
(n)
i1j1

hj1

+ log
m

(n)
i2j2

hj2

+ · · · + log
m

(n)
ikjk

hjk

Solche log-Likelihoodquotienten spielen allgemein in der Statistik ein wichtige Rolle.Die Eintr̈age

der von Dayhoffs PAM-n-Score-Matrizen sind log-Likelihoodquotienten, die allerdings aus praktischen

Gründen noch mit einem konstanten Faktor skaliert und gerundet werden:

s(n)(Ai, Aj) = round

(
const· log

m
(n)
ij

hj

)

Positive (bzw. negative) Werte bedeuten, dass das jeweilige Paar von Aminos̈auren wahrscheinlicher

(bzw. unwahrscheinlicher) ist, wenn die Positionen homolog sind, also im wahren Alignmentüberein-

ander stehen, als wenn die Positionen unabhängig voneinander sind. Matches erhalten immer positiven

Score. F̈ur kleinen erhalten Mismatches beim PAM-n-Scoreschema negativen Score, da Mutationen

über kurze Zeitr̈aume selten vorkommen. Bei großemn gibt es jedoch auch positiven Score für bestimm-

te Mismatches zwischen Aminosäuren, die bei Mutationen oft ineinanderüberf̈uhrt werden vgl. Tabellen

1,2,3 und 4.Achtung: Wir haben hier die die Mutationsratenmatrizen von rechts auf Zeilenvektorenan-

gewandt, so wie es heute in der Theorie der Markoffkettenüblich ist, siehe Abschnitt 4.4. Traditionell

werden PAM-Substitutionsmatrizen eigentlich von links auf Spaltenvektoren angewandt. Daher ergeben

in PAM-Substitutionsmatrizen nicht die Zeilen,sondern die Spalten in Summe 0 (vgl.Tabellen 1 und 3).
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C 17.2

S -18.5 12.1

T -21.6 -12.7 12.0

P -33.2 -18.6 -19.5 13.4

A -18.1 -14.3 -17.5 -18.8 11.0

G -25.2 -18.7 -25.3 -24.9 -18.2 11.3

N -24.1 -15.5 -17.5 -24.0 -22.3 -19.1 13.4

D -32.1 -18.7 -20.0 -22.7 -21.2 -20.5 -14.0 12.7

E -35.3 -19.4 -20.8 -21.6 -18.6 -23.7 -19.5 -12.8 12.3

Q -28.7 -18.4 -18.9 -19.7 -19.4 -22.8 -17.4 -18.7 -13.2 14.2

H -22.1 -20.2 -19.7 -22.8 -22.1 -24.1 -15.3 -19.4 -19.4 -14.3 16.2

R -24.2 -20.4 -20.6 -23.1 -21.7 -22.4 -20.3 -24.4 -21.0 -15.2 -18.2 12.7

K -33.3 -19.6 -18.3 -21.7 -20.8 -23.9 -16.7 -20.4 -16.0 -14.2 -18.6 -12.5 12.3

M -21.6 -21.7 -19.3 -31.0 -19.3 -27.6 -25.3 -32.7 -23.6 -17.8 -21.1 -24.3 -20.7 16.4

I -25.5 -26.2 -20.4 -27.5 -25.0 -34.6 -25.5 -33.8 -27.2 -25.8 -25.3 -26.9 -24.2 -13.4 12.3

L -24.5 -25.7 -23.9 -23.8 -22.3 -31.0 -27.7 -35.3 -27.4 -21.0 -24.4 -24.0 -24.3 -12.9 -14.2 10.2

V -19.3 -24.3 -17.1 -24.6 -16.6 -29.5 -27.2 -33.8 -22.7 -23.9 -26.5 -24.7 -24.1 -17.5 -11.3 -17.0 11.5

F -21.9 -28.0 -24.8 -29.5 -25.1 -32.2 -26.5 -33.1 -32.5 -26.3 -20.5 -31.1 -30.2 -16.5 -19.4 -16.3 -21.7 13.9

Y -21.0 -21.9 -24.8 -26.6 -25.7 -29.6 -21.5 -25.8 -27.1 -24.1 -14.2 -23.0 -24.7 -22.7 -23.7 -22.4 -22.9 -11.7 14.8

W -22.4 -25.3 -28.6 -32.0 -28.5 -26.5 -28.3 -37.5 -29.5 -24.1 -22.8 -21.5 -30.5 -22.8 -25.3 -22.8 -28.5 -15.9 -15.1 18.8

C S T P A G N D E Q H R K M I L V F Y W

Tabelle 2: VonM abgeleitete PAM-1-Dayhoff-Score-Matrix

A R N D C Q E G H I L K M F P S T W Y V

A 1350 677 733 733 884 748 781 884 647 649 597 714 671 461 834 1006 899 342 468 803

R 460 1583 568 493 323 751 589 424 616 304 320 995 361 253 429 512 507 366 351 337

N 425 485 1092 747 299 534 563 496 601 239 228 552 275 225 366 558 507 197 326 271

D 501 496 881 1593 260 666 1007 549 591 221 213 604 268 188 453 597 536 164 284 273

C 212 114 124 91 2660 107 94 119 138 145 134 100 153 157 93 193 166 149 169 187

Q 359 530 442 468 215 705 558 300 496 243 261 538 303 208 359 390 379201 253 264

E 580 645 722 1095 293 863 1334 483 635 315 305 768 370 237 525 614 572 215 312 376

G 827 583 801 752 466 585 608 3387 530 264 264 567 332 224 512 799 569 291 292 346

H 194 271 310 259 173 309 256 170 946 143 153 267 175 231 182 225 221194 387 149

I 480 330 304 239 446 375 314 208 353 1460 1094 354 1027 726 320 379510 381 489 1185

L 717 566 473 374 673 653 492 339 612 1779 2390 576 1798 1501 561 575 707 793 942 1443

K 535 1097 713 662 311 840 774 454 667 358 359 1240 425 276 510 600 605 264 360 394

M 195 154 138 114 185 183 144 103 170 403 435 165 608 326 130 166 198181 217 330

F 239 193 202 143 340 224 165 124 399 510 649 191 583 2041 171 213 246 937 1312 419

P 484 367 366 385 225 434 410 318 353 251 271 396 259 191 2614 495 467 144 222 299

S 774 580 741 671 619 625 636 657 578 394 368 616 439 315 656 997 844285 393 475

T 707 587 687 616 544 621 605 478 580 542 462 635 535 372 632 862 1101 274 397 622

W 57 90 57 40 103 70 48 52 108 86 110 59 104 301 41 62 58 3398 336 72

Y 195 215 235 173 293 220 175 130 539 276 327 200 311 1054 160 213 211 843 1955 253

V 708 437 413 352 689 486 446 326 440 1415 1060 464 1004 712 454 545698 382 535 1501

Tabelle 3: PAM-250-Substitutions-MatrixM250 (Alle Einträge sind mit 10000 multipliziert.)

C 11.5

S 0.1 2.2

T -0.5 1.5 2.5

P -3.1 0.4 0.1 7.6

A 0.5 1.1 0.6 0.3 2.4

G -2.0 0.4 -1.1 -1.6 0.5 6.6

N -1.8 0.9 0.5 -0.9 -0.3 0.4 3.8

D -3.2 0.5 -0.0 -0.7 -0.3 0.1 2.2 4.7

E -3.0 0.2 -0.1 -0.5 -0.0 -0.8 0.9 2.7 3.6

Q -2.4 0.2 0.0 -9.2 -0.2 -1.0 0.7 0.9 1.7 2.7

H -1.3 -0.2 -0.3 -1.1 -0.8 -1.4 1.2 0.4 0.4 1.2 6.0

R -2.2 -0.2 -0.2 -0.9 -0.6 -1.0 0.3 -0.3 0.4 1.5 0.6 4.7

K -2.8 0.1 0.1 -0.6 -0.4 -1.1 0.8 0.5 1.2 1.5 0.6 2.7 3.2

M -0.9 -1.4 -0.6 -2.4 -0.7 -3.5 -2.2 -3.0 -2.0 -1.0 -1.3 -1.7 -1.4 4.3

I -1.1 -1.8 -0.6 -2.6 -0.8 -4.5 -2.8 -3.8 -2.7 -1.9 -2.2 -2.4 -2.1 2.5 4.0

L -1.5 -2.1 -1.3 -2.3 -1.2 -4.4 -3.0 -4.0 -2.8 -1.6 -1.9 -2.2 -2.1 2.8 2.8 4.0

V -0.0 -1.0 0.0 -1.8 0.1 -3.3 -2.2 -2.9 -1.9 -1.5 -2.0 -2.0 -1.7 1.6 3.1 1.8 3.4

F -0.8 -2.8 -2.2 -3.8 -2.3 -5.2 -3.1 -4.5 -3.9 -2.6 -0.1 -3.2 -3.3 1.6 1.0 2.0 0.1 7.0

Y -0.5 -1.9 -1.9 -3.1 -2.2 -4.0 -1.4 -2.8 -2.7 -1.7 2.2 -1.8 -2.1 -0.2 -0.7 -0.0 -1.1 5.1 7.8

W -1.0 -3.3 -3.5 -5.0 -3.6 -4.0 -3.6 -5.2 -4.3 -2.7 -0.8 -1.6 -3.5 -1.0 -1.8 -0.7 -2.63.6 41 14.2

C S T P A G N D E Q H R K M I L V F Y W

Tabelle 4: VonM250 abgeleitete PAM-250-Dayhoff-Score-Matrix
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1.2.2 BLOSUM-Matrizen

Hinter den PAM-Matrizen steckt die Idee, das Substitutionsgeschehenüber sehr kurze Zeiträume zu

betrachten (praktisch bedeutet das, sehrähnliche Sequenzen zum Schätzen der Substitutionswahrschein-

lichkeiten zu benutzen) und die Schätzungen dann bei Bedarf mittels Matrix-Multiplikation auf längere

evolution̈are Zeitr̈aume hochzurechnen. Nun ist aber nicht auszuschließen, dass bei relativ un̈ahnlichen

Sequenzen evolutionäre Mechanismen eine Rolle gespielt haben, die sich qualitativ von denen zwischen

sehr ähnlichen Sequenzen unterscheiden. Die BLOSUM-Score-Matrizen von Henikoff und Henikoff

(1992) wurden daher mit Datensätzen von Proteinsequenzen konstruiert, die größere Unterschiede auf-

weisen. Auch die BLOSUM-Matrizen enthalten geschätzte log-Likelihoodquotienten. Die Datensätze

lagen wieder als gaplos alignierte Blöcke vor, wobei man sich bzgl. des Alignments wegen der größeren

Unterschiede zwischen den Sequenzen nicht ganz so sicher war wie bei der Konstruktion der PAM-

Matrizen.

Da in den Datens̈atzen oft Sequenzen mehrfach vorkommen, evtl. mit leichten Veränderungen, wer-

den sehr̈ahnliche Sequenzen geclustert und wie eine einzelne Sequenz gewichtet.Bei der Konstruktion

der BLOSUM-n-Matrix werden Sequenzen zusammengefasst, wenn sie in mindestensn% der Positio-

nenübereinstimmen.

Wenn es z.B. um BLOSUM-75 geht und der Datensatz so aussieht

V I I L

V I I I

L I V V

L L V I

fassen wir die ersten beiden Zeilen zu einem Cluster zusammen:

V I I I, L

L I V V

L L V I

Wir behandeln den Cluster wie eine Sequenz, bei der an der letzten Positionjeweils zur Ḧalfte I

und L steht. Wenn wir nun aus den insgesamt zwölf Positionen die relativen Aminosäure-Ḧaufigkei-

ten scḧatzen, so erhalten wir alsohL = 3,5
12 , hI = 4,5

12 undhV = 4
12 . Für die Ḧaufikeiten mit denen die

Aminos̈aure-Paare im Datensatz beobachtet werden, erhalten wir entsprechend: hLL = 1
12 , hLV = 2,5

12 ,

hLI = 2,5
12 , hVV = 1

12 , hVI = 3,5
12 undhII = 1,5

12 . (Dass auch hier wieder 12 als Nenner auftaucht, ist ein

dummer Zufall. Es sind halt 3 Sequenzen und die Anzahl der Paare pro Position ist damit
(
3
2

)
= 3, sor-

ry!) Die beobachteten Ḧaufigkeiten verwenden wir als Schätzungen f̈ur die Wahrscheinlichkeit, in einer

(anderen) Sequenz an einer Stelle die entsprechende Aminosäure steht bzw. dass bei einem homologen

Paar von Positionen zweier Sequenzen die beiden Aminsäuren stehen.

Als Score schlagen Henikoff und Henikoff (1992) dann den sich aus diesen Scḧatzungen ergebenden

log-Likelihoodquotienten vor (mit Vorfaktor 2 und Basis 2 des log):

s(a, b) =

{
2 log2

haa

h2
a

falls a = b

2 log2
hab

2hahb
falls a 6= b

18



Dabei taucht der Faktor 2 im Nenner des zweiten Bruchs auf, da wir nicht zwischenab und ba unter-

scheiden und beide Fälle inhab zählen.

Die von Henikoff und Henikoff (1992) verwendeten Daten kamen ausöffentlichen Datenbanken.

Die ersten daraus geschätzten Score-Matrizen wurden dann verwendet, um das Alignment noch einmal

zu verfeinern, und damit wurden dann auch die Score-Matrizen noch einmal neu gescḧatzt. Dies wurde

dreimal iteriert.

Man beachte einen Unterschied bei der Bezeichnung von PAM- und BLOSUM-Matrizen: Die Zahl

im Namen der zu verwendenen Matrix sollte bei PAM umso größer und bei BLOSUM umso kleiner sein,

je verschiedener die zu alignierenden Sequenzen sind.

1.3 Mustersuche und BLAST

1.3.1 Die Suchstrategie von BLAST

Gegeben seien zwei sehr lange SequenzenS undT der Längenn undm über dem AlphabetA und

ein Score-Schema mit affinen Gap-Penalties, das die Forderungen erfüllt, die wir in Abschnitt 1.1.2 an

Score-Schemata für lokale Alignments gestellt haben. Man denke an sehr lange Sequenzen,z. B. seiT

die Aneinanderreihung der Sequenzen einer ganzen Datenbank.

Gesucht sei ein lokales Alignment mit m̈oglichst hohem Score.

Diesen k̈onnten wir mit dem Smith-Waterman-Algorithmus finden, der jedoch mit LaufzeitO(nm)

zu langsam f̈ur Datenbankvergleiche im großen Stil ist. Im Programm-Paket BLAST, dessen urspr̈ung-

liche Version in Altschul et. al (1990), dem inzwischen meistzitiertem biologischen Paper, vorgestellt

wird, wird die Stategie verfolgt, zunächst mal gute gaplose Alignments zu finden, was wesentlich schnel-

ler geht, und diese dann zu noch besseren Alignments zu erweitern oder zusammenzusetzen, die dann

evtl. auch Gaps enthalten. Damit ist nicht garantiert, dass tatsächlich das optimale Alignment gefunden

wird, aber in der Praxis funktioniert es offensichtlich zur Zufriedenheit der meisten Anwender.

Oft genug enthalten wohl die besten Alignments tatsächlich

T
C

G
G

T
C

G
A

C
G

C
G

G
C

T
C

G
G

T
A

T
T

A
G

C
G

G
C

T
G

G
C

T
T

T
C

G
G

ACGTACGTGCGTCGACTGCTTCGGCTTCGGCTAGGCTT

auch ein recht gutes gaploses Alignment. Interessant sind in die-

sem Zusammenhang insbesondere dieHigh-score Segment-Paare

(HSP). Das sind lokale Alignments, die einen gewissen Mindestsco-

re überschreiten und die in dem Sinne lokal optimal sind, als dass

sich ihr Score verschlechtern würde, wenn man sie in der einen

oder anderen Richtung verlängern ẅurde, und wenn sich der Sco-

re auch nicht verbessern ließe, indem man sie verkürzt. Das HSP

mit dem ḧochsten Score bezeichnet man auch alsMaximales Segment-

Paar (MSP).

Strategie von BLAST (klassische Version)
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1. Ist S gegen eine sehr lange SequenzT zu alignieren, so wird zun̈achst eine Liste aller Ẅorter

in S (also zusammenhängender Teilsequenzen vonS) der Längew erstellt. (Default-Werte sind

w = 11 bei DNA undw = 3 bei Proteinen.) Zumindest bei Proteinen wird für jedes solche Wort

W auch jedes WortV der Längew in die Liste geschrieben, welchesW ähnlich ist, d. h. sich mit

einem Score oberhalb einer vorgegeben Schranket gegenW gaplos alignieren lässt.

2. Baue f̈ur die Liste der Ẅorter einen endlichen Automaten (genauer gesagt einen Mealy-Automaten,

vgl. Durbin et al., 1998)̈ahnlich dem Schlüsselwort-Baum im Aho-Corasick-Algorithmus; Das

geht fast in linearer Zeit. Mehr dazu im Abschnitt 1.3.3.

3. Schiebe die Datenbank durch den Automaten und finde so allew-langen Ẅorter, die mitw-langen

Wörtern inS mit Score≥ t alignierbar sind. Auch dazu mehr in Abschnitt 1.3.3.

4. Verlängere die gefundenen Alignments vom Score≥ t zu HSPs. Verl̈angere sie dazu nach links

und rechts, bis der Score unter eine gewisse Schranke fällt, und optimiere dann das Alignment in

diesem Bereich. Gib das HSP aus, falls der Score eine SchrankeC übersteigt.

Gapped BLAST Altschul et al. (1997) stellen eine Variante von BLAST vor, die zum einen schneller

ist und zum anderen auch bessere Chancen hat, Alignments mit Gaps zu finden. Im Wesentlichen wurden

zum klassischen BLAST zwei Veränderungen vorgenommen: Zum einen werden nur solche HSPs wei-

terverfolgt, die in der N̈ahe eines weiteren HSPs auf derselben “Diagonallinie” im Alignment-Graphen

liegen, die also beide Teil eines gemeinsamen gaplosen Alignments sind, und zum anderen werden sol-

che HSPs dann mittels dynamischer Programmierung innerhalb einer gewissenUmgebung zu lokalen

Alignments mit Gaps erweitert.

1.3.2 Ein Muster in einem Text suchen: Der Knuth-Morris-Pratt-Algor ithmus

Bevor wir uns dem Teilproblem von BLAST zuwenden, alle Stellen in einer langen Sequenz zu finden,

an denen ein Wort aus einer vorgegebnen Menge beginnt, betrachten wir als Vorüberlegung dasPattern

Matching Problem:

Gegeben ist ein Wort (in diesem Kontext auch Pattern oder Muster genannt)S = (S1, S2, . . . , Sn) ∈
An und ein TextT = (T1, . . . , Tm) ∈ Am.

Gesucht i ≤ m − n + 1 mit S1 = Ti, S2 = Ti+1,. . . ,Sn = Ti+n−1, falls es existiert.

Idee des Knuth-Morris-Pratt Algorithmus (KMP): Es seiSq := (S1, . . . , Sq) der Pr̈afix vonS der

Längeq ≤ n. AngenommenSq matcht,Sq+1 jedoch nicht:

T1 . . . Ti−1 Ti Ti+1 . . . Ti+q−1 Ti+q . . . Tm

= = · · · = 6=
S1 S2 . . . Sq Sq+1
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Dann braucht manS erst wieder mit einemTi+j , Ti+j+1,. . . ,Ti+j+n−1 zu vergleichen, falls der Präfix

vonS der Längeq − j gleichzeitig Suffix vonSq ist:

T1 . . . Ti−1 Ti Ti+1 . . . Ti+j Ti+j+1 . . . Ti+q−1 Ti+q . . . Tm

= = · · · = = . . . =

S1 S2 . . . Sj+1 Sj+2 . . . Sq

= = . . . =

S1 S2 . . . Sq−j

Die Anzahl an Positionen, um die wirS längsT verschieben k̈onnen bevor wir wieder vergleichen, ist

alsoq − π(q), wobei:

π(q) = max{k | k < q, Sk ist Suffix vonSq}

Nach der Verschiebung vergleichen wirSπ(q)+1 mit Ti+q und bei ErfolgSπ(q)+2 mit Ti+q+1 usw. Passt

Sq′+1 als erster nicht mehr, so verschieben wir umq′ − π(q′).

Angenommen, die Abbildungπ : q 7→ π(q) ist bekannt. Dann kommen wir nach jedem Vergleich in

gewissem Sinne inT weiter nach rechts: Bei “Match” wird die Stelle, an der wir vergleichen, umeins

nach rechts verschoben und bei “Mismatch” bleibt sie, wo sie ist, aber das MusterS wird dann l̈angsT

nach rechts verschoben, was aber höchstens so oft passieren kann, bis derS1 an der Stelle vonT steht,

wo verglichen wird. Also kommen wir mit weniger als2m Vergleichen aus.

Zuvor müssen wirπ berechnen. Wir verwenden dabei die selben Präfix-Suffix-Ideen und benutzen

zur Berechnung vonπ(q) die Werteπ(1), . . . ,π(q−1), die wir zuvor berechnet haben. (Die dynamische

Programmierung lässt gr̈ußen!)

π(1) = 0

Für q := 1, . . . , n − 1:

x := Sq+1

v := π(q)

Solange Sv+1 6= x und v 6= 0:

v := π(v)

Falls Sv+1 = x:

π(q + 1) := v + 1

sonst :

π(q + 1) := 0

Zur Laufzeit der Berechnung vonπ muss man sicḧuberlegen, wie oft die K̈orper deräußeren und

der inneren Schleife durchlaufen werden. Das istäquivalent zur Frage, wie oftv seinen Werẗandert. Bei

der Zuweisungv := π(q) kannv höchstens um 1 erhöht werden, und das passiert höchstensn − 1 mal.

Bei der Zuweisungv := π(v) wird v hingegen kleiner. Dav zu Beginn 0 ist und nie kleiner als 0 werden

kann, kann die Zuweisungv := π(v) nicht öfter als die Zuweisungv := q aufgerufen werden. Also ist

die Laufzeit der BerechnungO(n).

Damit ist gezeigt: KMP findet ein Muster der Längen in einem Text der L̈angem mit Laufzeit

O(n + m).
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Abbildung 2: Schl̈usselwort-Baum f̈urP = {potato, poetry, pottery, science, school}

1.3.3 Mehrere Muster in einem Text suchen: Der Aho-Corasick-Algorithmus

Zu suchen sind alle Stellen in einem TextT der Längem, an denen ein Muster aus einer MengeP =

{P1, P2, . . . , Pz}, Pi ∈ A∗, vorkommt. Indem man für jedes Muster einen Linearzeit-Algorithmus wie

den von Knuth, Morris und Pratt anwendet, gelingt dies in ZeitO(n+zm), wobein die Gesamtl̈ange der

Muster inP ist. In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass es auch in ZeitO(n+m+k) geht, wobeik

die Anzahl der zu findenden Textstellen ist. Das geht z. B. mit dem Algorithmus von Aho und Corasick

(1975), bei dem man zunächst einen Schlüsselwort-Baum (keyword tree) für die Muster konstruiert und

dannähnliche Ideen wie bei Knuth-Morris-Pratt anwendet.

Ein Schlüsselwort-Baum(keyword tree)K für die MengeP ist ein gewurzelter gerichteter Baum,

bei dem jede Kante mit einema ∈ A beschriftet ist, so dass man für jedes MusterPi ∈ P ein Blatt

vonK findet, so dass die Kanten von der Wurzel bis zum Blatt geradePi buchstabieren, und dies muss

eine Bijektion zwischenP und der Menge der Blätter des Baumes definieren. Außerdem müssen je

zwei verschiedene Kanten, die aus demselben Knoten des Baumes wachsen, jeweils mit verschiedenen

Elementen vonA beschriftet sein.

Das Beispiel in Abbildung 2 ist (wie auch Abbildung 3) dem Buch von Gusfield (1999) entnommen.

Ein Schl̈usselwort-Baum f̈ur P kann auf die offensichtliche Art und Weise in ZeitO(n) konstruiert

werden. Ein Schl̈usselwort-Baum kann dazu benutzt werden, um in ZeitO(n) zu überpr̈ufen, ob eines

der Muster an einer bestimmten Position des Textes vorkommt. Wenn wir das mit jeder Position tun

wollen, erhalten wir aber einenO(nm)-Algorithmus. Zur Beschleunigung fließen nun noch Ideen aus

dem KMP-Algorithmus ein.

Wir nehmen der Einfachheit halber folgendes an: KEIN MUSTER INP IST TEILSTRING EINES

ANDEREN MUSTERS INP.

Wir bezeichnen die Knoten des Schlüsselwort-Baums im Folgenden mitK und dessen Wurzel mitr.

Das Wort, das man erhält, wenn man die Kanten vonr bis zu einem Knotenv ∈ K abliest, bezeichnen

wir mit L(v). WennW Suffix vonL(v) und zugleich Pr̈afix eines Musters inP ist, dann existiert genau

ein w ∈ K mit W = L(w). Ist L(w) der l̈angste Suffix vonL(v), der auch Pr̈afix eines Musters inP
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Abbildung 3: Schl̈usselwort-Baum f̈ur P = {potato, tattoo, theatre, other} mit Failure-Links(v, f(v))

(außer solchen, bei denenf(v) die Wurzel ist)

ist, so setzen wirf(v) := w. Falls kein solchesw existiert, setzen wirf(v) := r. Wir können dann

in den Schl̈usselwort-Baum zusätzliche Kanten(v, f(v)) einzeichnen, die als “failure links” bezeichnet

werden, vgl. Abbildung 3. (Mit diesen Kanten ist der Schlüsselwort-Baum dann natürlich kein Baum

mehr.)

Mit t(v) bezeichnen wir die Tiefe vonv ∈ K, d. h. die Anzahl der Kanten zwischenr undv.

Die Failure-Links k̈onnen wir dann analog zur Funktionπ des KMP-Algorithmus benutzen und

erhalten:

Aho-Corasick-Suche (AC)

l := 1

c := 1

w := r

wiederhole:

Falls w = r:

solange keine Kante (w, w′) mit Beschriftung Tc existiert:

c := c + 1

l := l + 1

solange eine Kante (w, w′) mit Beschriftung Tc existiert:

Falls w′ Blatt ist:

gib l und das entsprechende Muster aus

w := w′

c := c + 1

w := f(w)
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l := c − t(w)

bis c > m

Dabei istc jeweils die aktuelle Vergleichs-Position inT und l die Position, die dem Beginn des

entsprechenden Musters und damit der Wurzel des Baums entspricht.

Laufzeit der AC-Suche Wegent(f(w)) < t(w) wird bei jedem Aufruf der inneren oder deräußeren

Schleifec oderl erḧoht. Da immer gilt0 ≤ l ≤ c ≤ m ist die LaufzeitO(m).

Berechnung vonf : v 7→ f(v)

Für i = 1, 2, . . . ,maxv∈K t(v):

Für alle v ∈ K mit t(v) = i:

v′ := Vater von v

x := Beschriftung der Kante (v′, v)

w := f(v′)

Solange ∄ Kante (w, u) mit Beschriftung x und w 6= r:

w := f(w)

Falls ∃ Kante (w, u) mit Beschriftung x:

f(v) := u

Sonst:

f(v) := r

Laufzeit der Berechnung vonf SeiP ∈ P undv1, . . . , vy die dazugeḧorigen Knoten. Wir betrachten

nur die Durchl̈aufe der inneren “F̈ur”-Schleife mitv = v1, . . . , vy. Speziell betrachten wirt(w) jeweils

nach Aufruf vonw := f(v′) und w := f(w). Beim Durchlauf mitv = vi kann t(w) um 1 gr̈oßer

sein als beiv = vi−1, und zwar fallsf(v) := u ausgef̈uhrt wurde, ohne dass die Solange-Bedingung

erfüllt war. Sonst wirdt(w) immer kleiner. Wegent(w) ≥ 0 und daf(v) := u entlangv1, . . . , vy nur

O(y)-oft ausgef̈uhrt wird, folgt: Es werdenO(y) Rechenschritte bei den Aufrufen der Für-Schleifen mit

v = v1, . . . , vy ausgef̈uhrt, und damitO(n) Schritte f̈ur allev ∈ K.

FallsP Muster entḧalt, die Teilstrings anderer Muster inP sind, werden im Suchbaum zusätzliche

gerichtete Kanten eingefügt, die bei der Ausgabe eines Strings benutzt werden, um auch die entspre-

chenden Teilstrings auszugeben. Details siehe Gusfield (1999). Istk die Anzahl der Positionen, an denen

in T ein Muster ausP beginnt, so ist auch in diesem Fall die Laufzeit der AC-SucheO(n + m + k)

(einschließlich der Berechnung vonf ).
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1.4 Signifikanz lokaler Alignments

1.4.1 Fragestellung und Allgemeines zur Signifikanz

Zwei DNA- oder ProteinsequenzenX = (X1, . . . , Xn) und Y = (Y1, . . . , Ym) werden mit einem

bestimmten Score-Schema lokal aligniert. Das beste lokale Alignment hat einen Scoreb. Bedeutet das

was? Ist das signifikant? Oder sieht das eher nach Zufall aus? Wir nehmen zun̈achst an, dass wir nur

gaplose Alignments zulassen.

Wir verfolgen den klassischen Ansatz der Statistik: Angenommen, die Sequenzen ẅaren unabḧangig.

Wir versuchen zu zeigen, dass ein so extremes Ergebnis (also ein Scoreso hoch wieb – oder gar noch

höher), unglaublich unwahrscheinlich ist. Um das rechnerisch zu behandeln brauchen wir ein Modell:

Modell: Es gibt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung(pi)i∈A auf unserem AlphabetA = {Ai} (z.B.

(p1, p2, p3, p4) für Nukleotide oder(p1, . . . , p20) für Aminos̈auren). Alle Positionen sind stochastisch

unabḧangig, d.h. die Wahrscheinlichkeit der SequenzAi1Ai2 . . . Ain ist pi1 · pi2 · · · pin .

Null-Hypothese: Diese m̈ochten wir gerne verwerfen. Sie lautet: Die Sequenzen sind voneinander

unabḧangig, d.h. f̈ur allek ≤ n, l ≤ m undAi, Aj ∈ A gilt:

Ws(Xk = Ai, Yl = Aj) = pi · pj

Alternative: Die möchten wir gerne glauben, wenn es uns gelingt, die Null-Hypothese zu verwerfen.

Sie lautet: Es gibt ein “wahres” lokales (gaploses, wie wir zunächst annehmen werden) Alignment von

X undY . Für entsprechende Positionspaare(k, l) gilt:

Ws(Xk = Ai, Yl = Aj) = q(i, j) 6= pi · pj

Strategie: Gehe von der Null-Hypothese aus und zeige, dass dann Score≥ b unglaublich unwahr-

scheinlich ist. Berechne dazu denp-Wert , also die Wahrscheinlichkeit unter der Annahme der Null-

Hypothese, dass ein mindestens so extremes Ergebnis wie das beobachtete(in unserem Fall also ein

maximaler Score≥ b) auftritt. Falls derp-Wert kleiner als dasSignifikanzniveauα ist (oft wählt man

α = 5%), wird die Nullhypothese verworfen, und (vielleicht) die Alternative geglaubt. Dies ist das

allgemeine Prinzip des statistischen Hypothesentests.

Speziell bei lokalen Alignments misst man die Signifikanz oft statt mitp-Werten mit sogenannten

e-Werten. Das ist, grob gesagt, die erwartete Anzahl nichtüberlappender Alignments vom Score≥ b.

1.4.2 e-Werte f̈ur hohe Scores bei HSPs

Wir betrachten zun̈achst nur gaplose Alignments, also HSPs. Da HSPs per definitionem nichtüberlappen,

bietet es sich an, den e-Wert als die erwartete Anzahl der HSPs vom Score≥ b zu definieren.
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Wir legen jetzt die Null-Hypothese zu Grunde. Wenn wir an einer wahllos herausgegriffenen Stel-

le (i, j) des Alignment-Graphen beginnen, gaplos zu alignieren, also längs einer Diagonalen des Ali-

gnmentgraphen

Xi Xi+1 Xi+2 . . .

Yj Yj+1 Yj+2 . . .

so sind die Score-Zuẅachse, die wir beobachten können, voneinander stochastisch unabhängig (zumin-

dest l̈angs einer Diagonalen) und identisch verteilt: Mit Wahrscheinlichkeitpk · pl kommt im Alignment

als n̈achstes Ak

Al
und dann wird zum Scores(k, l) hinzuaddiert. (Gemeint ist hier der Score des Ali-

gnments ab(i, j); wir fangen alsonicht neu an, wenn der Score unter 0 fällt.) Ein solcher Prozess mit

unabḧangigen, identisch verteilten Zuwächsen wird in der Stochastik alsIrrfahrt (random walk) bezeich-

net.

Wir betrachten zun̈achst ein sehr einfaches Beispiel. Angenommen wir unterscheiden nur zwischen

Match und Mismatch. Die Belohnung für einen Match beträgt s(i, i) = 1 und die Strafe f̈ur einen

Mismatchs(i, j) = −1 (für i 6= j). Die Irrfahrt geht also mit Wahscheinlichkeitp :=
∑

i p
2
i um 1 nach

oben und mit Wahrscheinlichkeit1 − p um 1 nach unten. Einen typischen Verlauf einer solchen Irrfahrt

zeigt die untere Linie in der folgenden Abbildung (für p = 0.4):
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Als Leiterpunkte bezeichnen wir alle Stellen, an denen die Irrfahrt einen so niedrigen Wert annimmt

wie nie zuvor. Ein Abschnitt der Irrfahrt zwischen zwei Leiterpunktenwird alsExkursion bezeichnet.

Häufig folgen zwei Leiterpunkte direkt aufeinander. Dann hat die Exkursion die L̈ange 0. Man kann

die Irrfahrt als Aneinanderreihung voneinander stochastisch unabhängiger Exkursionen auffassen. Irr-

fahrten wurden in der Stochastik sehr gut untersucht (siehe z.B. Feller, 1968). Die Resultate m̈ussen
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also “nur” auf die Score-Irrfahrten̈ubertragen werden. Die obere Linie in der Abbildung ist aus der Irr-

fahrt entstanden, indem der Prozess in jedem Leiterpunkt auf den Wert 0 gesetzt wurde. Wir sehen also

die Exkursionen der Irrfahrt oberhalb derx-Achse. Die Irrfahrt entspricht dem Verlauf des Scores eines

gaplosen Alignments längs einer Diagonale im Alignment-Grafen bei festem Startpunkt. Die obereLinie

zeigt für jeden Punkt auf der Diagonalen den Score des jeweils besten lokalen Alignments. Man mache

sich klar, dass alle High-Scored Segment Pairs (HSPs) gerade den Abschnitten entsprechen, die in einem

Leiterpunkt beginnen und in einem Maximum der entsprechenden Exkursion enden. Die Frage wie wahr-

scheinlich es ist, dass ein HSP den Scoreb erreicht, entspricht also der Frage wie wahrscheinlich es ist,

dass eine Exkursion die Ḧoheb erreicht. Wir behandeln diese Frage hier nur für den oben beschriebenen

einfachen Fall mits(i, j) = −1 (für i 6= j).

Seiwh die Wahrscheinlichkeit, dass eine solche beih startende Irrfahrt den Wertb vor dem Werta

erreicht. Dann gilt offensichtlichwb = 1, wa = 0 und

(∗) wh = p · wh+1 + (1 − p) · wh−1 für a < h < b,

denn mit Wahrscheinlichkeitp wird von h aus als n̈achstesh + 1 erreicht und dann istwh+1 die Wahr-

scheinlichkeit f̈ur das Ereignis und entsprechendes gilt für h − 1, welches mit Wahrscheinlichkeit1 − p

als n̈achstes erreicht wird. Einen solchen Ansatz nennen wir “Zerlegung nach dem ersten Schritt”. Wir

können diese Gleichung auch als homogene Differenzengleichung umschreiben:

wh+1 − wh =
1 − p

p
· (wh − wh−1)

Also ver̈andert sich die Steigung vonwh von Schritt zu Schritt um einen konstanten Faktor. Das kennen

wir vom exponentiellen Wachstum und wir kommen somit zu dem Ansatzwh = k · eλh + c für geeignte

Konstantenλ, k, c. Setzen wir das in(∗) ein, so erhalten wir:

k · eλh + c = p · (k · eλ(h+1) + c) + (1 − p) · (k · eλ(h−1) + c)

Wir ziehen davon auf jeder Seitec ab, teilen durchk · eλh und erhalten:

1 = p · eλ + (1 − p) · e−λ

Das l̈asst sich umformen in:

0 = p · (eλ)2 − eλ + 1 − p

Diese quadratische Gleichung inx = eλ hat die beiden L̈osungeneλ = 1 undeλ = 1−p
p . Das Erste ist

gleichbedeutend mitλ = 0 und das Zweite mitλ = log 1−p
p . Im Folgenden meinen wir mitλ den letzten

Ausdruck. Hat eine homogene Differenzengleichung zwei verschiedene L̈osungenuh undvh, so bilden

die Linearkombinationenc1 · uh + c2 · vh den L̈osungsraum der Gleichung. Die Lösungen von(∗) sind

also die Ausdr̈ucke der Form

wh = C1 · 1 + C2 · eλh mit KonstantenC1, C2
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Indem wirC1 undC2 so ẅahlen, dass die Randbedingungenwa = 0 undwb = 1 erfüllt sind, erhalten

wir die eindeutige L̈osung

wh =
eλh − eλa

eλb − eλa
.

Setzen wir nun f̈ur a den Wert−1 und für b eine sehr große Zahl ein, so gilt:

w0 =
e0 − e−λ

eλb − e−λ
∼ (1 − e−λ) · e−λb

Hier und im Folgenden bedeutet “∼”, dass der Quotient der beiden Seiten gegen 1 konvergiert (hier falls

b gegen∞ geht).

Um nun die WahrscheinlichkeitWb zu berechnen , dass in einem Positionenpaar(i, j) ein HSP vom

Score≥ b beginnt, m̈ussen wir das obige Ergebnis noch mit der Wahrscheinlichkeit multiplizieren, dass

(i, j) ein Leiterpunkt ist. Asymptotisch erhalten wir also einen Ausdruck der Formk · e−λb.

Dembo, Karlin und Zeitouni (1994) konnten zeigen, dass für alle praktisch bedeutsamen Score-

Schemata Konstantenk und λ existieren, so dass die AsymptotikWb ∼ k · e−λb gilt, oder zumindest

Konstantenk1, k2 undλ, so dass gilt:

k1 · e−λb . Wb . k2 · e−λb

Auch im allgemeinen Fall lässt sichλ zurch Zerlegung nach dem ersten Schritt ermitteln. Das sieht dann

so aus:

k · e−λb ∼
∑

i,j∈A
pi · pj · k · e−λ·(b−s(i,j))

Das kann man umformen in

1 =
∑

i,j∈A
pi · pj · eλ·s(i,j)

und numerisch l̈osen, z.B. mit dem Newton-Verfahren (vgl. Anhang B).

Für f(x) :=
∑

i,j pipje
x·s(i,j) rechnet mal leicht folgende Gleichungen nach:

f(0) =
∑

i,j

pipj = 1

lim
x→∞

f(x) =
∑

i,j

pipj lim
x→∞

exs(i,j) = ∞

f ′(x) =
∑

i,j

pipje
xs(i,j) · s(i, j)

f ′(0) =
∑

i,j

pipjs(i, j) < 0 (nach Voraussetzung an Score-Schema)

f ′′(x) =
∑

ij

pipje
xs(i,j) · (s(i, j))2 > 0

Aus dieser Kurvendiskussion folgt, dassf in etwa so einen Verlauf nehmen muss:
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1

λ

Insbesondere hatf nur ein lokales (und damit globales) Minimum und für genau einλ > 0 gilt

f(λ) = 1. Zur Anwendung des Newton-Verfahrens wählen wir nun einen Startwertx0 mit f ′(x0) > 0

und approximierenf um Punkt(x0, f(x0)) durch die Tangente, also die Gerade mit Steigungf ′(x0).

Diese Tangente nimmt an der Stellex1 = 1−f(x0)
f ′(x0) + x0 den Wert 1 an, denn es gilt jaf ′(x0) =

f(x1)−f(x0)
x1−x0

. Verwende nunx1 an Stelle vonx0 und iteriere das Verfahren bis einxn gefunden wird,

für dasf(xn) hinreichend nahe bei 1 liegt. Diesesxn ist unser gesuchtesλ.

Die Berechnung vonk1 undk2 ist etwas komplizierter. Sei dazuSi der (m̈oglicherweise negative)

Score des globalen gaplosen Alignments

X1 X2 X3 . . . Xi

Y1 Y2 Y3 . . . Yi

der ersteni Positionen zuf̈alliger Sequenzen mit den vorgegebenen Nukleotid- oder Aminosäureḧaufig-

keiten(pj)j . Nach Voraussetzung giltES1 =
∑

i,j pipjs(i, j) < 0. In der Regel liegen alle Werte, die

vonSi angenommen werden können auf einem GitterS = {x | ∃i Pr(Si = x) > 0}. Zum Beispiel gilt

S ⊆ N, falls∀i,j s(i, j) ∈ N). Sei

δ := min {|x − y| : x, y ∈ S, x 6= y}
= max {r : ∀i,j∃k∈N r · k = s(i, j)}

der kleinste Gitterabstand. Sei außerdem

P := exp

(
−

∞∑

k=1

1

k
Pr (Sk ≥ 0)

)

Q := exp


−

∞∑

k=1

1

k
·

∑

s∈S∩]−∞,0[

eλs Pr(Sk = s)


 .

Dann gilt

k1 =
δP 2Q2

(eλδ − 1) · E (S1eλS1)

k2 = k1 · eλδ
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Wir verzichten hier auf den recht technischen Beweis dieses Resultats, siehe z.B. Ewens, Grant

(2001).

Hilfreich für die Berechnung der WerteP undQ sind die Wahrscheinlichkeiten

f [k, s] := Pr(Sk = s ∧ ∀i<k Si ≥ 0),

dass die in 0 startende Score-Irrfahrt nachk Schritten ins ∈ S ist und zuvor nicht negativ war. Da die

Irrfahrt eine negative Drift hat (also im Mittel und damit langfristig sichernach unten geht), istf [k, s]

vernachl̈assigbar klein, fallsk groß ist. Wir brauchen alsof [k, s] nur für relativ kleinek zu berechnen.

Dazu sei

rz :=
∑

i,j mit s(i,j)=z

pipj

die Wahrscheinlichkeit, dass die Irrfahrt einen Schrittz macht undYx sei die Menge dery ≥ 0, die von

0 aus inx Irrfahrtsschritten erreichbar sind. Bei der Berechnung der Wertef(x, y) kommt wiedermal

dynamische Programmierung zum Einsatz:

Y0 := {0}
Y1 := {z | ∃ i, j : s(i, j) = z}
Für z ∈ Y1:

f [1, z] := rz

k := 2

Wiederhole:

Yk := ∅
s := 0

Für y ∈ Yk−1 und z ∈ Y1 mit z + y ≥ 0 :

Falls z + y ∈ Yk :

f [k, y + z] := f [k, y + z] + f [k − 1, y] · rz

s := s + f [k − 1, y] · rz

Sonst :

Yk := Yk ∪ {y + z}
f [k, y + z] := f [k − 1, y] · rz

s := s + f [k, y + z]

k := k + 1

solange s > ε

(Dabei istε > 0 sehr klein, und alles, was weniger ist, betrachten wir als vernachlässigbar.)

Sei nunub die Wahrscheinlichkeit, dass eine in 0 startende Score-Irrfahrtb übersteigt, bevor sie

negative Werte erreicht. Daub (sehr vereinfacht ausgedrückt) für großeb ähnlich f̈allt wie maxk f [k, b],

kann man mitλ undf [k, y] Konstantenc1 undc2 finden, so dass gilt:

c1 · e−λb . ub . c2 · e−λb
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Außerdem kann man aus den Wertenf [k, y] · rz mit y + z < 0 die erwartete Anzahlρ der Schritte

zwischen zwei Leiterpunkten berechnen. Dann gilt:

k1 = c1/ρ undk2 = c2/ρ

Die letzten Argumente waren eher skizzenhaft. Details findet man bei Feller (1968), Karlin und Altschul

(1990), Mott und Tribe (1999), Ewens und Grant (2001).

Im Folgenden vernachlässigen wir den Unterschied zwischenk1 und k2 und verwenden nur noch

k := k1 ≈ k2.

Anhand der bisherigen̈Uberlegungen erhalten wir eine Asymptotik für den e-WertES≥b, also die

erwartete Anzahl an HSPs mit Score≥ b bei Sequenzen der Längenn undm:

ES≥b ∼ n · m · k · e−λb

Dies gilt, da es ungefährn · m Positionspaare gibt, an denen ein lokales Alignment beginnen könnte.

1.4.3 Was heißt das alles f̈ur die Wahl des Score-Schemas?

Anhand von e-Werten kann man ausgegebene lokale Alignments nach ihrerBedeutung sortieren: Je

kleiner der e-Wert desto größer ist die Signifikanz. Der Score ist als Maß für die Signifikanz proble-

matisch, da verschiedene Alignments evtl. mit verschieden strengen Score-Schemata gefunden wurden.

Einen Kompromiss bildet jedoch die Verwendung des normalisierten ScoreS′, der bei BLAST wegen

der Verwendung der 2er-Logarithmen auch “Bit-Score” genannt wird:

S′ :=
λS − ln k

ln 2
d.h.S =

S′ · ln 2 + ln k

λ

Also folgt:

ES′≥b = ES≥ b·ln 2+ln k
λ

∼ mn · k · e−λ b ln 2+ln k
λ

= mn · k · e−b·ln 2 · e− ln k

= mn · 2−b

Die Beziehung zwischen den Bit-Scores und den e-Werten hängt also asymptotisch nicht vonλ undk

ab. Daher sind Bit-Scores besser miteinander zu vergleichen.

Wir kommen nun noch einmal auf die Wahl der Score-Funktion zurück. Bereits im Zusammenhang

mit PAM- und BLOSUM-Matrizen hieß es: Wenn(pi)i∈A die Basen- bzw. Aminos̈aure-Ḧaufigkeiten

sind und bei wahren Alignmentsi ∈ A undj ∈ A mit Wahrscheinlichkeitqij an homologen Positions-

paaren auftreten, dann wähle man f̈ur den Match/Mismatch-Score

s(i, j) = c · log
qij

pi · pj
,
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wobei c eine Konstante ist, um die es jetzt gehen soll. Wir können auch vons(i, j) ausgehen undqij

gerade so definieren, dass obige Gleichung gilt, d.h. wir setzen:

qij = pipje
1
c
s(i,j)

Damit qij eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aufA×A sein kann, muss gelten:

1 =
∑

i,j

qij =
∑

i,j

pipje
1
c
s(i,j)

Das bedeutet aber, dassc = 1/λ ist, dennλ war gerade so definiert. In Karlin und Altschul (1990) und

Karlin (1994) wird gezeigt, dass nicht nur die HSPs in wahren Alignments (falls denn die Alternativhy-

pothese stimmt) sondern auch die HSPs mit optimalen Scores bei sehr langenunverwandtenSequenzen

gem̈aß der Verteilung(qij)i,j∈A zusammengesetzt sind. Bei so zusammengesetzten Alignments ist also

der Erwartungswert für den Score-Beitrag eines Positionspaares:

∑

i,j

qij · λ−1 · log
qij

pipj
= H/λ

Dabei ist H (der griechische Buchstabe Eta) die relative Entropie der Verteilung(qij)(i,j)∈A2 zur Vertei-

lung (pi · pj)(i,j)∈A2 .

1.4.4 p-Werte f̈ur hohe Scores bei HSPs

Vom Alignment mal abgesehen ist der p-Wert als Maß für Signifikanz weitaus gebräuchlicher als der e-

Wert. Der p-Wert ist im Alignment-Kontext die Wahrscheinlichkeit, dassmindestens einHSP mit Score≥
b existiert, wobeib der Score des besten Alignments für die zu untersuchenden Sequenzen sei.

Ein Problem bei der Berechnung von p-Werten bilden die vielen stochastischen Abḧangigkeiten: Sei

Iij die Indikatorvariable des Ereignisses{An Positionspaar(i, j) beginnt ein HSP mit Score≥ b}, d.h.

falls das Ereignis eintritt, giltIij = 1 und sonst giltIij = 0.

Wir können dann den e-Wert schreiben alsES≥b = E
∑

ij Iij . Bei der Berechnung des p-Werts

Ws(
∑

ij Iij > 0) müssten eigentlich stochastische Abhängigkeiten ber̈ucksichtigt werden, wie etwa,

dassIij undIi+1,j+1 nicht beide den Wert 1 annehmen können.

Karlin, Dembo und Zeitouni (1992) zeigen aber, dass diese Abhängigkeiten insgesamt gesehen sehr

schwach sind und in den praktisch relevanten Fällen vernachl̈assigt werden k̈onnen. Da es ungefährn ·m
IndikatorvariablenIij gibt und alle (bis auf die miti ≈ n oderj ≈ m, die wir hier vernachl̈assigen) mit

einer Wahrscheinlichkeit von ungefährke−λb den Wert 1 annehmen, ist
∑

ij Iij ungef̈ahr binomialverteilt

zu den Parametern(nm, ke−λb), d.h. es gilt:

Ws(
∑

ij

Iij = l) ≈
(

nm

l

)(
ke−λb

)l (
1 − ke−λb

)nm−l

Da wir sehr viele Ereignisse (bzw. Indikatorvariablen) haben, die alle mit sehr kleiner Wahrscheinlichkeit

eintreten (bzw. den Wert 1 annehmen), können wir die Bionmialverteilung durch die Poissonverteilung
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zum Paramterµ = nmke−λb approximieren (siehe Anhang A.7). Wir erhalten damit:

Ws(
∑

ij

Iij = l) ≈ µl

l!
e−µ

Insbesondere ist der gesuchte p-Wert:

1 − Ws(
∑

Iij = 0) ≈ 1 − µ0

0!
e−µ = 1 − e−nmk·e−λb

1.4.5 e-Werte f̈ur hohe Scores bei Alignments mit Gaps

Dieser Fall ist weitaus komplizierter und es ist bei weitem nicht alles bewiesen, was man vermutet und

was den e-Werten, die die neueren Versionen von BLAST ausgeben, an Annahmen zu Grunde liegt. Dazu

sp̈ater mehr.

Zunächst m̈ussen wir uns klar machen, was die e-Werte eigentlich zählen sollen (genauer ausge-

drückt: von welcher Zahl sie der Erwartungswert sein sollen). Bei den HSP’s haben wir nicht jedes

gaplose Alignment gezählt, das einen hohen Score enthält, sondern eben nur die HSPs, also solche

gaplose Alignments, die sich nicht noch durch Verkürzen oder Verl̈angern verbessern lassen und so-

mit in gewissem Sinne lokal optimal sind. Damit haben wir vermieden, dass wir Alignments doppelt

zählen, die sich eigentlich nicht wesentlich unterscheiden und auf denselben Übereinstimmungen zwi-

schen Sequenz-Positionen beruhen.

Auch im Fall von Alignments mit Gaps m̈ochte man etwas tun, was manchmal als “declumping”,

also “Entklumpung”, bezeichnet wird: lokale Alignments, die einen “Klumpen”bilden, die sich also

miteinander̈uberschneiden (z.B. weil sie im Wesentlichen dieselben HSPs verbinden), sollen nicht ein-

zeln gez̈ahlt werden. Es sollen nur die Klumpen gezählt werden, in denen ein Alignment vom Score≥ b

vorkommt.

Eine Möglichkeit, das zu konkretisieren, ist der Ansatz von

Altschul, Bundschuh, Olsen und Hwa (2001), die vorschlagen,

dass man sich beim Smith-Waterman-Algorithmus jeweils merkt,

wo das lokale Alignment, dessen Score an die jeweiligen Kante

geschrieben wird, begann. Das ist mit dynamischer Programmie-

rung effizient zu machen: Wenn man beim Kanten-Beschriften

einen Score-Anteil von einer anderen Kanteübernimmt, dann

übernimmt man auch deren Informationüber den Anfangspunkt

des Alignments. In den Anfangspunkt schreibt man jeweils den

maximalen Score eines dort beginnenden Alignments. Alle Ali-

gnments, die im selben Punkt beginnen, bilden eine “Insel”. (Wirübernehmen hier die Terminologie von

Altschul et al. (2001) und sprechen von Inseln statt von Klumpen. Klingtja auch irgendwie besser.) Die

Inseln entsprechen den grauen Gebilden in Abbildung 1. Etwas schematischer ist die Darstellung hier

am Seitenrand (Kringel markieren den jeweiligen Anfangspunkt).
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Es wird vermutet, dass es auch im Fall von lokalen Alignments mit Gaps Zahlenλ undk gibt, so

dass eine Asymptotik der Form

ES≥b ∼ mn · k · e−λb

gilt. Das ist allerdings nicht wirklich bewiesen, und es ist auch noch nicht hinreichend klar, welche Werte

für k undλ zu wählen sind (falls denn die Asymptotik̈uberhaupt gilt). Altschul et al. (2001) schlagen

vor – und söahnlich wird es dann auch für BLAST gemacht –, dass man für gängige Score-Schemata

Sequenzdaten simuliert und dann für alleb ab einer gewissen Größe die in den Simulationsergebnissen

vorliegenden Anzahlenc(b) der Inseln mit Score≥ b ermittelt. Dann suche manλ undk, so dass f̈ur die

relevanten Werte für b die Approximationc(b) ≈ mnke−λb möglichst gut ist. Das klingt einfacher als es

ist. Unter anderem gibt es folgende Probleme:

• Daλ als Exponent eingeht, muss es sehr genau bestimmt werden. KleineÄnderungen vonλ haben

nämlich einen großen Einfluss aufs Ergebnis.

• Leider gelten die Asymptotiken nur für sehr große Werte für n undm. Bei kürzeren Sequenzen

müssen zus̈atzliche Korrekturterme verwendet werden. Das ist ein Thema für sich.

• Repetitive Elemente, Microsatelliten und̈Ahnliches werden im Nullmodell nicht berücksichtigt.

Alignments, die so etwas enthalten, müssen gesondert behandelt werden. (Gilt natürlich auch

schon f̈ur Alignments ohne Gaps.)

• Da Simulationen nur f̈ur bestimmte Scoring-Schemata durchgeführt wurden, kann BLAST e-Werte

nur für diese ausgeben.

Auch wenn die Asymptotik f̈ur die Signifikanz lokaler Alignments mit Gaps nicht bewiesen ist,

gibt es doch außer Simulationsstudien auch mathematische Teilergebnisse. Siegmund und Yakir (2000)

konnten zeigen, dass die Asymptotik gilt, wenn die Gap-Open-Penalty hinreichend groß ist (von der

Größenordnunglog b). In diesem Fall stimmtλ mit dem λ des gaplosen Falls̈uberein. Die Struktur

solcher Alignments wird in Metzler, Grossmann, Wakolbinger (2002) diskutiert. Mott und Tribe (1999)

schlagen einen Greedy-Algorithmus vor, der möglicherweise nicht das optimale Alignment findet. Für

die ausgegebenen Alignments können aber e-Werte berechnet werden. Grossmann (2003) schlägt eine

Methode zur Berechnung vonλ für Alignments mit Gaps vor. In Metzler (2006) wird eine Methode

diskutiert, mit der mank undλ für Alignments mit Gaps direkt aus den jeweils gegebenen Sequenzen

scḧatzen kann.

2 Hidden Markov Modelle

2.1 Ein Hidden Markov Modell f ür CpG-Inseln

In der menschlichen DNA folgt G nur selten auf C, da das C in diesem Fall häufig methyliert wird und

somit zu einem T mutiert. Es gibt aber auch Bereiche, etwa in Promoter-Regionen, wo G auf C folgen
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muss. In solchen sogenannten CpG-Inseln wird die Methylierung durch Enzyme verhindert. (Das p in

CpG steht f̈ur die Phosphors̈aure und soll die Verwechslung mit dem Watson-Crick-Paar CG verhindern.)

Als Anwendungsbeispiel für Hidden Markov Modelle (HMM) fragen wir uns, wie wir CpG-islands

in einer langen DNA-Sequenz finden können.

Zunächst geht es darum, für einen gegebenen Sequenzabschnitt zu entscheiden, ob es sich um ein

CpG-Inseln handelt oder nicht.

Dazu modellieren wir die DNA-Sequenz durch eine Markoff-Kette. Eine Folge

X1, X2, X3, . . . von Zufallsvariablen, die Werte in einem Zustands-

G T

CAraumZ (z.B.{A, C, G, T} = Z) annehmen, heißtMarkoff-Kette (Mar-

kov chain) aufZ, falls die Wahrscheinlichkeitsverteilung vonXi nur von

Xi−1 abḧangt und dar̈uber hinaus nicht vonX1, X2, . . . , Xi−2.

Formal ausgedrückt muss also f̈ur allex, x1, . . . , xi−1 ∈ Z gelten:

Ws(Xi = x|Xi−1 = xi−1) = Ws(Xi = x|Xi−1 = xi−1, Xi = xi, . . . , X1 = x1)

Die Markoff-Kette seihomogen, d.h. dieÜbergangswahrscheinlich-

keiten sind f̈ur alle Positionen dieselben:

∀i : Ws(Xi = y|Xi−1 = x) = Ws(X2 = y|X1 = x) =: Pxy

Ähnlich wie wir es bereits im Zusammenhang mit PAM-Matrizen in Abschnitt 1.2.1 gesehen hatten, kann

man dieÜbergangswahrscheinlichkeiten der Markoff-Kette dann auchüber mehrere Schritte hinweg mit

Hilfe der Übergangsmatrix berechnen, die beim ZustandsraumZ = {A, C, G, T} von folgender Form

ist:

P =




PAA PAC PAG PAT

PCA PCC PCG PCT

PGA PGC PGG PGT

PTA PTC PTG PTT




Um nun CpG-islands zu finden, könnten wir zun̈achstP aus bekannten Daten getrennt für CpG-islands

(“P+”) und sonstige Regionen (“P−”) schätzen und dann für die zu klassifizierende Sequenzs =

s1 . . . sn den log-Likelihoodquotienten berechnen:

log
Ws+(s)

Ws−(s)
=

n∑

i=2

log
P+

si−1si

P−
si−1si

Interessanter ist folgender Fall: Suche in der sehr langen Sequenzs = s1, . . . , sn nach CpG-islands.

Es ist also innerhalb der Sequenz an unbekannten Positionen ein Wechsel zwischen CpG-islands und

sonstigen Regionen m̈oglich. Zur Unterscheidung markieren wir die Positionen innerhalb eines CpG-

Inseln mit+, die anderen mit− (diese Markierungen sind natürlich den Daten nicht unmittelbar zu

entnehmen). Innerhalb der jeweiligen Regionen unterscheiden wir zwischen den Zusẗanden C, G und N.

Letzteres steht für A oder T. Wir gehen also von einer Markoff-Kette aus, die auf folgendem Graphen

umherspringt:
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Hidden Markov Model (HMM): Eine unbeobachtbare Markoff-KetteX1, X2, . . . auf einem Zu-

standsraumZ mit ÜbergangswahrscheinlichkeitenPxy = Ws(Xi = y|Xi−1 = x) und Startverteilung

Px = Ws(X1 = x) emittiert beobachtbare zufällige SignaleS1, S2, . . . aus einem AlphabetA. Die

Emissionswahrscheinlichkeiten für Si hängen jeweils nur vonXi ab, d. h. f̈ur y ∈ Z undb ∈ A gilt:

ey(b) := Ws(Si = b|Xi = y) = Ws(Si = b|Xi = y, X1, X2, . . . , S1, . . . , Si−1, Si+1, . . .)

In unserem CpG-Beispiel verwenden wir{A, C, G, T} = A und {C+, G+, N+, C−, G−, N−} =

Z. Dabei kennzeichnet+ die Zusẗande innerhalb und− die Zusẗande außerhalb von CpG-islands.N

emittiert A oder T jeweils mit Wahrscheinlichkeit 0.5.

2.2 Der Viterbi Algorithmus findet den wahrscheinlichsten Pfad

Gegeben sei eine Sequenz von Emissionens = (s1, . . . , sn) eines Hidden Markov Modells miẗUber-

gangswahrscheinlichkeitenPxy und Emissionswahrscheinlichkeitenex(b) für x, y ∈ Z undb ∈ A. Sei

außerdemPx = Ws(X1 = x).

Frage: Welcher “Pfad”x1, . . . , xn ist der wahrscheinlichste für die versteckte KetteX1, . . . , Xn? (in

unserem Beispiel: Was ist die wahrscheinlichste Aufteilung in CpG-islands und sonstige Bereiche?)

Zu suchen ist also

(x∗
1, . . . , x

∗
n) = arg max

(x1,...,xn)
Ws(X = (x1, . . . , xn)|S = (s1, . . . , sn))

= arg max
(x1,...,xn)

Ws(X = (x1, . . . , xn), S = (s1, . . . , sn))

Der Ansatz ist wiedermal dynamische Programmierung. Wir berechnen für alley ∈ Z undk ≤ n

den Wert

vk(y) := max
(x1,...,xk−1)∈Zk−1

Ws(X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xk−1 = xk−1, Xk = y, S1 = s1, . . . , Sk = sk)
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Viterbi-Algorithmus

Für x ∈ Z:

v1(x) := Px · ex(s1)

Für k = 2, . . . , n:

Für x ∈ Z:

vk(x) := ex(sk) · maxy{vk−1(y) · Pyx}
x∗

n := arg maxy{vn(y)}
Für k = n − 1, . . . , 1:

x∗
k := arg maxy{vk(y) · Pyx∗

k+1
}

Ws(X = x∗, S = (s1, . . . , sn)) := maxy{vn(y)}

Die Laufzeit ist offensichtlichO(n · |Z2|).

Praktische Überlegung: In der Rekursion werden sehr kleine Wahrscheinlichkeiten aufmultipliziert.

Um zu vermeiden, dass Rechenungenauigkeiten durch die winzigen Fließkommazahlen entstehen, kann

man in der logarithmischen Skala rechen. Die Rekursion ist dann also:

log(vk(x)) = log(ex(sk)) + max
y

(log vk−1(y) + log Pyx)

Statt der Wertevk(x) berechnen (und benötigen) wir also nur die Wertelog(vk(x))

2.3 Wahrscheinlichste einzelne Zusẗande: Der vorwärts-r ückwärts-Algorithmus

Gegeben sei eine Sequenz von Emissionen eines HMM. Wie wahrscheinlichsind die einzelnen m̈ogli-

chen inneren Zustände an einer festen Position?

Wir überlegen zun̈achst, wie wir die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass das HMM eine bestimmte

Folges = (s1, s2, . . . , sn) emittiert:

Ws(S = s) =
∑

x∈Zn

Ws(S = s, X = x)

Das machen wir wieder mit dynamischer Programmierung, diesmalüber:

fk(y) := Ws(S1 = s1, . . . , Sk = sk, Xk = y) für y ∈ Z

Vorwärts-Algorithmus

Für alle x ∈ Z:

f1(x) := Px · ex(s1)

Für k = 2, . . . , n und alle x ∈ Z:

fk(x) := ex(sk)
∑

y∈Z fk−1(y)Pyx
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Ws(S = (s1, . . . , sn)) :=
∑

y∈Z fn(y)

Diefk(x) werden wir auch sp̈ater noch brauchen; ebenso folgende Größen, die im R̈uckwärts-Algorithmus

berechnet werden:

bk(y) := Ws(Sk+1 = sk+1, . . . , Sn = sn | Xk = y)

=
∑

x∈Z
Ws(Xk+1 = x, Sk+1 = sk+1, . . . , Sn = sn | Xk = y)

=
∑

x∈Z
Ws(Sk+1 = sk+1, . . . , Sn = sn | Xk+1 = x, Xk = y) · Ws(Xk+1 = x | Xk = y)

(denn es gilt die Bayes-Formel auch für bedingte Verteilungen Ws(.|C) :

Ws(A, B|C) = Ws(A|B, C) · Ws(B|C).)

=
∑

x∈Z
Ws(Sk+1 = sk+1, . . . , Sn = sn | Xk+1 = x) · Ws(Xk+1 = x | Xk = y)

(wegen der Markoff-Eigenschaft vonX)

=
∑

x∈Z
Ws(Sk+2 = sk+2, . . . , Sn = sn | Xk+1 = x) · Ws(Sk+1 = sk+1 | Xk+1 = x) ·

·Ws(Xk+1 = x | Xk = y)

(daSk+1 nur vonXk+1 abḧangt.)

=
∑

x∈Z
bk+1(x) · ex(sk+1) · Pyx

Wir erhalten also eine Rekursion für bk(y), und die benutzen wir im

Rückwärts-Algorithmus

Für y ∈ Z:

bn(y) := 1

Für k = n − 1, . . . , 1:

Für y ∈ Z:

bk(y) :=
∑

x∈Z bk+1(x) · Pyx · ex(sk+1)

Ws(S = (s1, . . . , sn)) :=
∑

x∈Z Px · b1(x) · ex(s1)

Der Zeitaufwand f̈ur den R̈uckwärts-Algorithmus, ebenso wie für den Vorẅarts- und den Viterbi-Algorithmus,

ist offensichtlichO(n · |Z|2).

Praktische Überlegung II: Auch hier werden sehr viele kleine Zahlen aufmultipliziert und man kann

die daraus evtl. entstehenden Probleme bzgl. der Rechnengenauigkeit umgehen, indem man in der lo-

garithmischen Skala rechnet. Anders als beim Viterbi-Algorithmus gibt es hierallerdings das Problem,

dass Summen vorkommen, d. h. man musslog(a + b) auslog(a) und log(b) berechnen. Dabei will man
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nicht als Zwischenschritẗubera undb gehen, denn das sind ja die problematisch kleinen Werte (klein im

Sinne von “nahe bei 0”). Um das numerisch stabil hinzubekommen, kann man die Gleichung

log(a + b) = log(elog(a) + elog(b)) = log(elog(a) · (1 + elog(b)−log(a))) = log(a) + log(1 + elog(b)−log(a))

verwenden, wobeia die gr̈oßere der beiden Zahlen sei. (Wenna wesentlich gr̈oßer alsb ist, istelog(b)−log(a)

auf der rechten Seite ohnehin vernachlässigbar.)

Unser eigentliches Ziel in diesem Abschnitt war ja die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten von

inneren Zusẗanden in einzelnen Positionen. Das können wir unter Verwendung der Nebenprodukte des

Vorwärts- und des R̈uckwarts-Algorithmus tun. F̈ur x ∈ Z unds = (s1, . . . , sn) gilt nämlich:

Ws(Xk = x | S = s) =
Ws(Xk = x, S = s)

Ws(S = s)

=
Ws(S = s | Xk = x) · Ws(Xk = x)

Ws(S = s)

= Ws((S1, . . . , Sk) = (s1, . . . , sk) | Xk = x) · Ws(Xk = x) ·

·Ws((Sk+1, . . . , Sn) = (sk+1, . . . , sn) | Xk = x)

Ws(S = s)

(Denn bedingt aufXk sind(S1, . . . , Sk) und

(Sk+1, . . . , Sn) voneinander unabhängig.)

=
Ws((S1, . . . , Sk) = (s1, . . . , sk), Xk = x) · bk(x)

Ws(S = s)

=
fk(x) · bk(x)

Ws(S = s)

Wir können also die gesuchte Wahrscheinlichkeit durch einen Bruch von Größen ausdr̈ucken, die wir

recht effizient mit dem Vorẅarts- und dem R̈uckwärts-Algorithmus berechnen können.

2.4 EM für HMMs: Parameterschätzung mit dem Baum-Welch-Algorithmus

Gegeben sei eine Sequenzs1, s2, . . . , sn ∈ A von Beobachtungen aus einem HMM auf einem Zu-

standsraumZ. Gesucht seien nun die Parameterwerteθ = (Pxy, ex(s))x,y∈Z,s∈A. Wir setzen hierPx als

bekannt voraus.

Wir wollen zwei m̈ogliche allgemeine Ans̈atze der Parameterschätzung kurz andiskutieren. Wir wer-

den noch oft auf sie zurückkommen.

Der Bayes’sche Ansatz ist eine M̈oglichkeit, θ zu scḧatzen: Wir gehen davon aus, dass das wahre

θ zufällig ist und ẅahlen daf̈ur dasθ∗ als Scḧatzwert, das die ḧochste a-posteriori-Wahrscheinlichkeit

hat, also die ḧochste bedingte Wahrscheinlichkeit Ws(θ = θ∗|S = (s1, . . . , sn)) für die gegebenen
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Beobachtungen. Mit dem Vorẅarts-Algorithmus k̈onnen wir Ws(S = (s1, . . . , sn)|θ = θ∗) berechnen

und nach der Bayes-Formel gilt:

Ws(θ = θ∗|S = (s1, . . . , sn)) =
Ws(θ = θ∗ , S = (s1, . . . , sn))

Ws(S = (s1, . . . , sn))

=
Ws(S = (s1, . . . , sn) | θ = θ∗) · Ws(θ = θ∗)∑

θ′ Ws(S = (s1, . . . , sn) , θ = θ′)

=
Ws(S = (s1, . . . , sn) | θ = θ∗) · Ws(θ = θ∗)∑
θ′ Ws(S = (s1, . . . , sn) | θ = θ′) · Ws(θ = θ′)

Aber was ist eigentlich Ws(θ = θ∗)? Das ist die sogenannte a-priori-Wahrscheinlichkeit vonθ = θ∗.

Wenn wir davon ausgehen, dassθ eine Zufallsvariable ist, dann m̈ussen wir auch davon ausgehen, dass

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung dafür existiert. In der Bayes’schen Statistik werden für Parameter,

deren Werte zu schätzen sind, recht willk̈urlich a-priori-Verteilungen angenommen. Wir werden später

in verschiedenen Kontexten einen solchen Weg gehen. Hier wollen wir aber zun̈achst die Willk̈ur einer

a-priori-Verteilung vermeiden und verfolgen einen anderen Ansatz.

Der Maximum-Likelihood (ML)-Ansatz kommt ohne a-priori-Verteilung der zu schätzenden Para-

meter aus. DerMaximum-Likelihood (ML)-Scḧatzerθ̂ ist der Wert f̈ur θ, der die Daten m̈oglichst wahr-

scheinlich werden lässt:

θ̂ := arg max
θ

Wsθ(S = (s1, . . . , sn)).

Dabei bezeichnetWsθ die Wahrscheinlichkeit unter der Annahme, dassθ der g̈ultige Parameterwert ist.

Gesucht ist also die Maximalstelle der Likelihood-Funktionls1,...,sn(θ) := Wsθ(S = (s1, . . . , sn)).

Wegen (a ≤ b ⇔ log a ≤ log b) können wir genauso gut auch die Maximalstelle der Log-Likelihood

log ls1,...,sn(θ) suchen, was oft etwas̈ubersichtlicher ist. Wir machen uns das zunächst an einem etwas

einfacheren Beispiel klar:

Beispiel: ML-Schätzung bei der Binomialverteilung Von n = 1000 Positionen einer Sequenz seien

X = 20 mutiert. Unter der Annahme, dass alle Positionen unabhängig und mit der selben Mutations-

wahrscheinlichkeitp mutieren, istX binomial-verteilt:

Ws(X = k) =

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k

Wir berechnen nun den ML-Schätzerp̂ zup:

p̂ = arg max
p

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k

= arg max
p

log

((
n

k

)
pk(1 − p)n−k

)

= arg max
p

log
(
pk(1 − p)n−k

)

= arg max
p

k log p + (n − k) log(1 − p)
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Die Maximalstelle vonf(p) := k log p + (n − k) log(1 − p) finden wir, indem wir die Nullstelle der

Ableitungf ′(p) = k/p−(n−k)/(1−p) suchen. Es gilt alsok/p̂ = (n−k)/(1− p̂), und damit erhalten

wir den ML-Scḧatzer f̈ur den Parameterp der Binomialverteilung:

p̂ = k/n

In obigem Beispiel scḧatzen wir alsôp = 20/1000 = 0.02. Das erscheint irgendwie naheliegend. In der

Tat wird man oft festellen, dass die naheliegende, “naive” Art der Parameterscḧatzung gerade mit dem

ML-Schätzerübereinstimmt.

Nun also zur ML-Scḧatzung der̈Ubergangs- und Emmissions-W’keiten bei einem HMM: Wären die

versteckten ZuständeX1, . . . , Xn bekannt, so k̈onnten wir die AnzahlAxy der Überg̈angex → y für

x, y ∈ Z und die AnzahlBxb einesb ∈ A aus einemx ∈ Z zählen und dannPxy und ex(b) daraus

scḧatzen. Die log-Likelihood vonθ = (Pxy, ex(b))x,y,b für die gegebenen Anzahlen ist:

log (PX1) +
∑

x,y∈Z
Axy log (Px,y) +

∑

x∈Z,b∈A
Bxb log (ex(b))

Ähnlich wie im obigen Beispiel erḧalt man folgende ML-Scḧatzer:

P̂x,y =
Axy∑

z∈Z Axz
êx(b) =

Bxb∑
a∈A Bxa

Für die Scḧatzung vonθ = (Pxy, ex(b))x,y,b sind die Anzahlen(Axy, Bxb)x,y,b suffizient. Das heißt,

sie enthalten f̈ur diese Scḧatzung genauso viel nützliche Information wie die gesamte versteckte Kette

X1, . . . , Xn.

Ist umgekehrtθ = (Pxy, ex(b))x,y,b zus̈atzlich zu den beobachteten EmmissionenS = (s1, . . . , sn)

bekannt, so kann man die Anzahlen(Axy, Bxb)x,y,b scḧatzen. Es handelt sich dabei nicht um Parame-

ter sondern um zufallsabhängige Gr̈oßen. Daher erg̈abe der ML-Ansatz hier keinen Sinn. Statt dessen

scḧatzen wir die Gr̈oßen durch ihre bedingten Erwartungswerte. Um diese zu berechnen,verwenden wir

die Ergebnisse des Vorwärts-R̈uckwärts-Algorithmusfi(x) undbi(x):

Eθ(Axy|S = (s1, . . . , sn)) =
n−1∑

i=1

Wsθ(Xi = x, Xi+1 = y|S = (s1, . . . , sn))

=
n−1∑

i=1

Wsθ(Xi = x, Xi+1 = y, S = (s1, . . . , sn))

Wsθ(S = (s1, . . . , sn))

=

∑n−1
i=1 fi(x) · Pxy · ey(si+1) · bi+1(y)

Wsθ(S = (s1, . . . , sn))

Eθ(Bxb|S = (s1, . . . , sn)) =
∑

{i|si=b}
Wsθ(Xi = x|S = (s1, . . . , sn))

=
∑

{i|si=b}

Wsθ(Xi = x, S = (s1, . . . , sn))

Wsθ(S = (s1, . . . , sn)

=
∑

{i|si=b}

fi(x) · bi(x)

Wsθ(S = (s1, . . . , sn)
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(Man beachte dabei, dass die GrößenPxy, ex(b), fi(x) undbi(x) vonθ abḧangen.)

Der Baum-Welch-Algorithmus (Baum, 1972): Starte mit irgendeiner groben Schätzungθ0 und ite-

riere mehrfach das Schätzen vonAxy undBxb ausθ und das Scḧatzen vonθ ausAxy undBxb. Verwende

dabei jeweilsEθ(Axy|S = (s1, . . . , sn)) undEθ(Bxb|S = (s1, . . . , sn)) als Scḧatzer vonAxy undBxb.

Wir werden sehen, dass es sich hierbei um einen Spezialfall des Expectation Maximization (EM) Algo-

rithmus handelt und dass von Iteration zu Iteration die Likelihood vonθ steigt.

Eine Alternative: Viterbi-Training Hier werden nichtEθ(Axy|S = (s1, . . . , sn)) undEθ(Bxb|S =

(s1, . . . , sn)) als Scḧatzer f̈ur Axy undBxb verwendet sondern die Anzahlen, die im wahrscheinlichsten

Pfad beobachtet werden. Dieser kann mit dem Viterbi-Algorithmus berechnet werden. Ein Problem ist,

dass es z.B. für gewissex, y ∈ Z passieren kann, dassAxy = 0 auf dem wahrscheinlichsten Pfad

gilt. Man sollte dies dann dennoch nicht als Schätzung verwenden, da sonst in Zukunft alle Pfade, bei

denen einÜbergangx → y erfolgt, g̈anzlich ausgeschlossen sind. Um dies zu vermeiden, kann man

statt der tats̈achlichen Anzahlen auf dem wahrscheinlichsten Pfad etwa die um eins erhöhten Anzahlen

als Scḧatzer nehmen. Viterbi-Training kann schneller sein, aber im Allgemeinen ist Baum-Welch die

theoretisch besser begründete L̈osung.

Der Expectation-Maximization (EM) Algorithmus (Dempster, Laird, Rubin, 1977) Gegeben sei ein

Paar voneinander stochastisch abhängiger Zufallsvariablen(X, Y ), dessen Verteilung von einem unbe-

kannten Parameterθ abḧangt, sowie die BeobachtungX = x. Die ZufallsvariableY ist unbeobachtbar.

Gesucht ist der ML-Scḧatzerθ̂ für den Parameterθ. Zu optimieren ist also

l(θ) = Wsθ(X = x) =
∑

y

Wsθ(X = x, Y = y)

(Bei Zufallsvariabelen mit kontinuierlichen Wertebereichen ist die Summe durch ein Integral zu erset-

zen.) Der EM-Algorithmus konstruiert eine Folgeθ1, θ2, . . ., die gegen̂θ konvergieren soll. Um von

einemθt zuθt+1 zu gelangen, betrachten wir die Funktion

θ 7→ Q(θ|θt) := Eθt(log Wsθ(X = x, Y )|X = x) =
∑

y

log (Wsθ(X = x, Y = y))·Wsθt(Y = y|X = x)

Durch Logarithmieren der Bayes-Formel erhalten wir:

log Wsθ(X = x) = log Wsθ(X = x, Y = y) − log Wsθ(Y = y|X = x)

Daraus folgt durch Multiplizieren mitWsθt(Y = y|X = x) und Aufsummieren̈ubery:

log Wsθ(X = x) = Q(θ|θt) −
∑

y

Wsθt(Y = y|X = x) · log Wsθ(Y = y|X = x)

Die Gleichung gilt naẗurlich auch dann, wenn wirθt für θ einsetzen. Durch Subtrahieren dieses Spezial-

falls von obiger Gleichung erhalten wir:

log Wsθ(X = x)−log Wsθt(X = x) = Q(θ|θt)−Q(θt|θt)+
∑

y

Wsθt(Y = y|X = x) log
Wsθt(Y = y|X = x)

Wsθ(Y = y|X = x)
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Die Summe ist gerade die relative Entropie der beiden (bedingten) Verteilungen (vgl. Ewens, Grant,

2001, S. 45 f). Da relative Entropien immer positiv sind, siehe Anhang A.5,folgt:

log l(θ) − log l(θt) = log Wsθ(X = x) − log Wsθt(X = x) ≥ Q(θ|θt) − Q(θt|θt)

Wenn wir nunθt+1 so ẅahlen, dass giltQ(θt+1|θt) ≥ Q(θt|θt), insbesondere also durch

θt+1 := arg max
θ

Q(θ|θt),

so erreichen wir also, dass auchlog l(θt+1) ≥ log l(θt) gilt. Da die Folge(log l(θt))t=1,2,... monoton

steigt, nach oben aber durch 0 beschränkt ist, konvergiert sie. Die Hoffnung ist, dass der Limes das

globale Maximumlog l(θ̂) ist, und damit(θt)t=1,2,... gegen̂θ konvergiert.

Der EM-Algorithmus besteht also aus der Iteration der folgenden beiden Schritte:

E-Schritt: BerechneQ(.|θt)

M-Schritt:θt+1 := arg maxθ Q(θ|θt)

Der Grund daf̈ur, dass diese Schritte meistens effizient durchführbar sind, liegt darin, dassQ(θ|θt) ein

Erwartungswert ist, und das Rechnen mit Erwartungswerten ist meistens angenehm, was unter anderem

an der Lineariẗat der Erwartung liegt.

Baum-Welch als Spezialfall von EM Die beobachteten Größen sind nunS = s = (s1, . . . , sn) und

die unbeobachtbaren sind die Zustände der versteckten KetteX = (X1, . . . , Xn). Wir erhalten also:

Q(θ|θt) =
∑

x∈Zn

Wsθt(X = x|S = s) · log Wsθ(X = x, S = s)

=
∑

x∈Zn

Wsθt(X = x|S = s) ·


 ∑

y∈Z,b∈A
Byb(x, s) · log ey,θ(b)

+
∑

y,z∈Z
Azy(x) · log Pzy,θ




=
∑

y∈Z,b∈A
Eθt(Byb|S = s) · log ey,θ(b) +

∑

y,z∈Z
Eθt(Azy|S = s) · log Pzy,θ

(Wir schreiben hierθ als Index an die Emissions- und̈Ubergangswahrscheinlichkeiten, um zu verdeutli-

chen, dass diese durchθ bestimmt sind. Ebenso schreiben wir die Argumente(x, s) und(x) zuByb bzw.

Azy um zu verdeutlichen, dass sich diese Anzahlen auf die versteckte Kettex und die emittierte Folges

beziehen.)

Die letzte Zeile ist gerade das, was wir erhalten, wenn wir in die Formel für die log-Likelihood des

Parametersθt für die Anzahl der Emissionen einesb von einemy den WertEθt(Byb|S = s) und für die

Anzahl derÜberg̈ange von Zustandy zu Zustandz den WertEθt(Azy|S = s) einsetzen. Baum-Welch

wählt θt+1 so, dass dieser Ausdruck maximiert wird, und EM tut genau dasselbe, denn wie wir gesehen

haben, ist dieser Ausdruck ja geradeQ(θ|θt). Also ist Baum-Welch ein Spezialfall von EM. Damit folgt,

dass auch bei Baum-Welch die Folgeθ1, θ2, . . . konvergiert und die Likelihood dabei monoton steigt.
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2.5 Gene suchen mit HMMs

2.5.1 Gen-Suche bei Prokaryonten

Gene von Prokaryonten haben eine relativ einfache Struktur: Sie beginnen mit einem Start-Kodon,

dann kommen Aminos̈auren-kodierende Kodons, dann das Stopp-Kodon. Derartig aufgebaute DNA-

Abschnitte werden als Open Reading Frames (ORFs) bezeichnet. Nicht alleORFs sind wirklich ein Gen.

erste Frage: Wie unterscheiden wir Gene von sonstigen ORFs?

Durbin et al. (1998) betrachten 6500 ORFs von E. Coli der Länge> 100bp. Darunter sind 1100

bekannte Gene. 900 davon wurden verwendet, um ein Markoff-Modell zu “trainieren” (alsoÜbergangs-

wahrscheinlichkeiten zu schätzen), die restlichen 200, um dieses dann zu testen. Als Kriterium wurde

der log-LikelihoodquotientL = log Pbθ/ log P0 verwendet. Dabei istPbθ die Wahrscheinlichkeit der zu

überpr̈ufenden Sequenz im trainierten Markoff-Modell undP0 ist ihre Wahrscheinlichkeit im 0-Modell,

bei dem alle Positionen unabhängig gem̈aß der Basenḧaufigkeiten mit Basen belegt werden.

Für das Markoff-Modell wurden 3 Ansätze ausprobiert:

1. Markoffkette auf den Positionen der DNA

2. Markoffkette zweiter Ordnung auf den Positionen der DNA (d.h. die Wahrscheinlichkeit einer

Base darf von ihren beiden linken Nachbarn abhängen; dazu mehr im nächsten Abschnitt.)

3. Markoffkette auf den 64 Kodons (als Basen-Tripel)

Während die ersten beiden Ansätze relativ erfolglos blieben, ergab der dritte Ansatz bei den meisten

der 200 bekannten Test-Genen einen höheren Wert f̈ur L als bei den meisten derübrigen ORFs.

zweite Frage: Wie finden wir Gene?

Auf der Basis obiger Resultate kann man ein HMM-Modell konstruieren, bei dem es einen inneren

Zustand gibt, der f̈ur eine Position außerhalb der Gene steht und Basen gemäß der Basenḧaufigkeiten

emittiert. Wir halten uns jeweils geometrisch lange in diesem Zustand auf (d.h. wir entscheiden jeweils

unabḧangig von der bisherigen Verweildauer, ob wir dort weiter bleiben) und springen dann in einen

Zustand, der ein Start-Kodon emittiert. Von dort aus beginnen wir mit der Markoffkette gem̈aßPbθ bis

wir in einem Zustand sind, der dem Stopp-Kodon entspricht. Von dort springen wir wieder in den nicht-

Gen-Zustand usw..

Wir können dann auf der Basis dieses Modells z.B. mit dem Viterbi-Algorithmus schätzen, wo die

Gene liegen.

2.5.2 Markov-Ketten höherer Ordnung

Eine Folge von ZufallsvariablenX1, X2, . . . heißtMarkoffketten-ter Ordnung, falls für allek gilt:
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Ws(Xk = x|Xk−1 = xk−1, Xk−2 = xk−2, . . . , X1 = x1)

= Ws(Xk = x|Xk−1 = xk−1, Xk−2 = xk−2, . . . , Xk−n = xk−n)

D.h.Xk darf von seinenn linken Nachbarn abḧangen, dar̈uber hinaus aber nicht von Positionen, die

noch weiter links stehen.

Jede MarkoffketteX n-ter Ordnung aufZ kann man durch eine MarkoffkettẽX aufZn simulieren,

indem man folgendëUbergangsdynamik ẅahlt:

Ws(X̃i = (a1, . . . , an)|X̃i−1 = (b1, . . . , bn))

:=

{
Ws(Xi = an|Xi−1 = bn, Xi−2 = bn−1, . . . , Xi−n = b1) falls ak = bk+1 für k < n

0 sonst

Lässt man die Markoffkette der̃Xi laufen und l̈oscht man dann die Redundanz aus der Kette, indem man

von jedemX̃i z.B. nur den letzten Eintrag notiert (in der Sprache der HMMs könnte man auch sagen

“emittieren l̈aßt”), so erḧalt man eine zuf̈allige Folge inZ, die der urspr̈unglichen Markoffdynamikn-ter

Ordnung folgt.

Eine andere Verallgemeinerung der Markoffketten, wie wir sie bisher kennengelernt haben, sind

die inhomogenenMarkoffketten, bei denen diëUbergangswahrscheinlichkeiten Ws(Xi = x|Xi−1 =

y) von der Positioni abḧangen kann. Zum Beispiel könnte bei Genen die Wahrscheinlichkeit eines

Basentyps nicht nur von dem oder den linken Nachbarn sondern auchvon der Position innerhalb des

Kodons abḧangen, also voni mod 3.

Wir können insbesondere die in Abschnitt 2.5.1 betrachtete Markoffkette auf den Basentripletts auch

als inhomogene Markoffkette höherer Ordnung auf den Basentypen auffassen oder auch als versteckte

inhomogene Markoffkette auf einer größeren Menge von Zuständen, die jeweils eine Base emittieren.

2.5.3 Gen-Suche bei Eukaryonten

Burge und Karlin (1997) verwenden in ihrer Software GENSCAN sogenannteHidden Semi-Markov-

Models(HSMMs), um Gene in Eukaryonten-DNA zu suchen. Die verschiedenen Abschnitte eines Gens

werden als Bl̈ocke modelliert; hier ein vereinfachtes Schema:

EXON

INTRON

3’UTR

PolyA

5’ UTR

PromoterTATA

Inter−Gen−Region

Jeder dieser Blöcke emittiert eine Sequenz. Dabei kommen z.B. bei Exons Markoffmodelle fünfter

Ordnung zum Einsatz. Die von den Blöcken emittierten Teilsequenzen haben charakteristische Längen-

verteilungen. Solche L̈angenverteilungen erfordern zum Teil spezielle algorithmische Lösungen, die uns

hier zu weit f̈uhren ẅurden. . .
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2.6 Paarweise Alignieren mit pairHMM

PairHMMs unterscheiden sich von gewöhnlichen HMMs dadurch, dass es nicht nur eine Sequenz von

Emissionen gibt sondern zwei. Die versteckten Zustände k̈onnen in eine von beiden oder beide emittie-

ren. Wir können das Alignieren von Sequenzpaaren in diesem Formalismus fassen.Dazu enthalte die

MengeZ außerStart undEnde folgende Zusẗande:

D: entspricht einer diagonalen Kante im Alignment-Graphen, also einem homologen Paar von Positio-

nen, und emittiert in beide Sequenzen, und zwar die Basena undb mit Wahrscheinlichkeiteab.

H: entspricht einer horizontalen Kante im Alignment-Graphen, also einem Gap inder zweiten Sequenz;

emittiert in die erste Sequenz, und zwar die Basex mit Wahrscheinlichkeitqx.

V : entspricht einer vertikalen Kante im Alignment-Graphen, also einem Gap in der ersten Sequenz;

emittiert in die zweite Sequenz, und zwar die Basex mit Wahrscheinlichkeitqx.

Eine Realisierung der versteckten MarkoffketteX1, . . . , Xn entspricht einem Alignment ohne Basenbe-

legung. So entspricht z.B. die RealisierungStart DDHHDV DDEnde dem Alignment

BBBBB_BB

BB__BBBB

Wenn wir verbieten, dass Gaps in der einen Sequenz direkt auf Gaps in der anderen Sequenz folgen,

dann k̈onnen wir uns auf folgendëUberg̈ange beschränken (mit den Beschriftungen der Pfeile als Wahr-

scheinlichkeiten):

Start EndeD

H

V

δ

δδ

δ
ε

ε

τ

τ

ττ

1 − 2δ − τ

1 − 2δ − τ

1 − τ − ε

1 − τ − ε

2.6.1 Das wahrscheinlichste Alignment

Das wahrscheinlichste Alignment für die emittierten Sequenzena1, . . . , an undb1, . . . , bm kann man mit

einer adaptierten Version des Viterbi-Algorithmus berechnen:
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Viterbi-Algorithmus f ür obige pairHMM

vD(0, 0) := 1

f ür i = 1, . . . , n:

vH(i, 0) := δ · εi−1 ·∏i
k=1 qak

vD(i, 0) := 0

vV (i, 0) := 0

f ür j = 1, . . . , m:

vV (0, j) := δ · εj−1 ·∏j
k=1 qbk

vD(0, j) := 0

vH(0, j) := 0

f ür i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , m:

vD(i, j) := e(aibj) · max





(1 − 2δ − τ) · vD(i − 1, j − 1)

(1 − ε − τ) · vH(i − 1, j − 1)

(1 − ε − τ) · vV (i − 1, j − 1)

vH(i, j) := qai
· max

{
δ · vD(i − 1, j)

ε · vH(i − 1, j)

vV (i, j) := qbj
· max

{
δ · vD(i, j − 1)

ε · vV (i, j − 1)

vE := τ · max(vD(n, m), vH(n, m), vV (n, m))

vE ist die Wahrscheinlichkeit des wahrscheinlichsten Pfades für die Eingabesequenzen. Um den

wahrscheinlichsten Pfad zu ermitteln, verfolgt man wieüblich beginnend mitvE die Argumente der

Maxima bisvD(0, 0) zurück.

Wenn man diesen Algorithmus auf der logarithmischen Skala rechnet (was mannaẗurlich tun sollte),

sieht das Ganze dem Needleman-Wunsch Algorithmus schon sehrähnlich. Allerdings sollten die klas-

sischen Alignment-Scores ja log-Likelihoodquotientensein. Im Nenner stehen dabei die Likelihoods

unabḧangig erzeugter Sequenzen. Das können wir – etwas k̈unstlich – auch durch ein pairHMM aus-

drücken:

Start EndeH V

ηη

ηη
1 − η1 − η

1 − η1 − η

Im Null-Modell unabḧangiger Sequenzen habena = a1 . . . an und b = b1 . . . bm die Wahrschein-

lichkeiten

Πn
i=1qxi

Πm
j=1qxj

· η2(1 − η)n+m.

Wir können demnachlog (Pθ(a, b)/P0(a, b)) mit

s(ai, bj) := log
eaibj

qai
qbj

+ log
1 − 2δ − τ

(1 − η)2
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d := − log
δ(1 − ε − τ)

(1 − η)(1 − 2δ − τ)

e := − log
ε

1 − η

als
∑

i,j s(ai, bj) − d · ♯{gaps} − e · ♯{gap extensions} schreiben.

Also entspricht der Needleman-Wunsch-Algorithmus einer Variante des Viterbi-Algorithmus zur Be-

rechnung des optimalen log-Likelihoodquotienten-Alignment.

Ebenso wie der Viterbi-Algorithmus läßt sich auch der Vorẅarts-R̈uckwärts-Algorithmus auf pair-

HMMs übertragen. Somit kann man auch für ein pairHMM für gegebene Sequenzen die Wahrschein-

lichkeit berechnen, dass Positioneni undj homolog sind.

2.6.2 Alignment Sampling

Durch ein pairHMM werden den Alignments Wahrscheinlichkeiten zugewiesen. Insbesondere ist damit

auch (falls die Modellparameter gegeben sind) die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Alignments f̈ur ein

gegebenes Sequenzpaara = a1 . . . an, b = b1 . . . bm definiert. Das wahrscheinlichste Alignment weist

besonders wenige Mutationen auf; es muss allerdings nicht das wahre sein. In vielen F̈allen hat das wahre

Alignment einige Mutationen mehr als das wahrscheinlichste. In diesem Sinne ist das wahrscheinlichste

Alignment also atypisch.

Als Alternative zur Ausgabe nur des wahrscheinlichsten Alignments bietet sich an, mehrere Ali-

gnments auszugeben, die jeweils eine hohe Wahrscheinlichkeit haben, und sich so ein Bild davon zu

machen, was so alles an Alignments in Frage kommt. Unser Ziel ist also nun, ausder bedingten Vertei-

lung der Alignments f̈ur die gegebenen Daten zu samplen, d.h. wir suchen einen Algorithmus, der uns

zufällige Alignments ausgibt, so dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Alignment ausgege-

ben wird, gerade dessen bedingter Wahrscheinlichkeit im pairHMM für die gegebenen Daten entspricht.

Dazu berechnen wir mit dem Vorwärtsalgorithmus die Wertefz(i, j) für z ∈ {D, H, V }, i ≤
n, j ≤ m, also die Wahrscheinlichkeit, dass die versteckte Markoffkette die Sequenzanf̈angea1 . . . ai,

b1 . . . bj emittiert und dann im Zustandz ist. Die Rekursionsgleichungen für f.(., .) lassen sich mit den

Übergangs- und Emissionswahrscheinlichkeiten wieüblich hinschreiben, z.B. gilt:

fD(i, j) = [fD(i − 1, j − 1) · (1 − 2δ − τ)

+ fH(i − 1, j − 1) · (1 − ε − τ)

+ fV (i − 1, j − 1) · (1 − ε − τ)] · eaibj

Anders als bei den Alignment-Optimierungsalgorithmen entscheiden wir uns beim “Zurückverfolgen”

nicht immer f̈ur den Zustand, der den höchsten Beitrag zum Wertfz(i, j) des aktuellen Zustandsz an

der Stelle(i, j) geliefert hat, sondern wir entscheiden uns zufällig. Dabei entsprechen die Wahrschein-

lichkeiten der m̈oglichen Zusẗande ihren relativen Beiträgen zufz(i, j). Ist z.B. bei(i + 1, j + 1) der

ZustandD geẅahlt worden, so ẅahlen wir f̈ur (i, j) ebenfallsD mit WahrscheinlichkeitfD(i, j) · (1 −
2δ − τ) · eai+1bj+1/fD(i + 1, j + 1).

48



Wir erhalten damit ein Alignment, d.h. eine Folgex1, . . . , xn ∈ {D, H, V }n gem̈aß der Wahrschein-

lichkeit

Ws{X = (x1, . . . , xn, Ende)|Sequenzen}

Es gilt n̈amlich Folgendes, wobeiǫk(i, j) das Ereignis bezeichnet, dassX1, . . . , Xk die Sequenzen

a1, . . . , ai undb1, . . . , bj emittiert:

Ws(∃kXk = D, ǫk(i, j)|∃kXk+1 = D, Xk+2 = zk+2, . . . , Xn = zn, ǫk+1(i + 1, j + 1))

= Ws(∃kXk = D, ǫk(i, j)|∃kXk+1 = D, ǫk+1(i + 1, j + 1)))

=
Ws(∃kXk = D, Xk+1 = D, ǫk+1 = (i + 1, j + 1)))

Ws(∃kXk+1 = D, ǫk+1 = (i + 1, j + 1)))

=
fD(i, j) · PDD · eai+1bj+1

fD(i + 1, j + 1)

Entsprechendes folgt völlig analog f̈ur die anderen Zustandsüberg̈ange.

2.6.3 Das akkurateste Alignment

Mit dem Vortwärts-R̈uckwärts-Algorithmus k̈onnen wir die auf gegebene Sequenzen bedingte Wahr-

scheinlichkeit berechnen, dass die Positioneni undj homolog sind. Wir bezeichnen diese Wahrschein-

lichkeit im Folgenden mithij . Wenn wir davon ausgehen, dass das wahre Alignment Resultat eines

Zufallsprozesses gem̈aß des pairHMM ist, k̈onnen wir uns fragen, was die erwartete Anzahl an Positio-

nen ist, an denen ein gegebenes Alignment mit dem wahren Alignmentübereinstimmt. Diesen auf die

gegebenen Sequenzen bedingten Erwartungswert bezeichnen wir alsdieAkkuratheitdes Alignments.

DasakkuratesteAlignment ist also das Alignment, welches
∑

(i,j) hij maximiert, wobei(i, j) die

Menge der Paare homologer Positionen durchläuft, die im jeweiligen Alignment gegeben sind. Das akku-

rateste Alignment finden wir wieder mit dynamischer Programmierung. Dazu sei A(i,j) die Akkuratheit

des akkuratesten Alignments der Sequenzanfängea1, . . . , ai und b1, . . . , bj . Es gilt dann die einfache

Rekursion

A(i, j) = max





A(i − 1, j − 1) + hij

A(i − 1, j)

A(i, j − 1)

Wir berechnen damitAnm, die Akkuratheit des akkuratesten Alignments der kompletten Sequenzen und

ermitteln anschließend das akkurateste Alignment, indem wir zurückverfolgen, welche Positionspaare

zuAnm beigetragen haben.
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3 Multiples Alignment

Gegeben seien nunn Sequenzen

x1 = (x1
1, . . . , x

1
l1)

x2 = (x2
1, . . . , x

2
l2)

...

xn = (xn
1 , . . . , xn

ln)

mit xi
j ∈ A. Gesucht ist ein gemeinsames Alignment für diese Sequenzen.

3.1 Score-Schemata f̈ur Multiple Alignments

Seim ein multiples Alignment,mi desseni-te Spalte undmj
i das Symbol in Spaltei und Sequenzj.

Zum Beispiel f̈ur m =

AACG___TT_

A__GCCTTA_

A__GG__TTA

ist m5 =

_

C

G
undm2

5 = C.

Wir beschr̈anken uns im Folgenden auf Score-Schemata der FormS(m) = G +
∑

S(mi), wobei

G die Gaps bestraft (z.B. mit affiner Gap-Penalty) undS(.) die Mismatches und Matches bestraft bzw.

belohnt.

Wenn das Alignment nicht einfacḧAhnlichkeiten sondern Homologien der Sequenzen darstellt, sollte

das Score-Schema den Stammbaum der Sequezen berücksichtigen. Sinnvoll ẅare dann etwa die Summe

der Scores der Alignments entlang jeder Kante. Das ist jedoch meistens sehrschwierig, da der Stamm-

baum in der Regel nicht bekannt ist und selbst wenn dem so wäre, ẅurde ein Alignment der Sequenzen an

den Bl̈attern noch nicht die volle Information̈uber die Sequenzen an den inneren Knoten und Alignments

beinhalten.

Mit cia bezeichnen wir die Anzahl dera ∈ A in mi und es seici = (cia)a∈A.

DerEntropie-Scoreist dann definiert durch

S(mi) := −
∑

a

cia log
cia∑
b cib

.

Ein weiterer Score f̈ur multiple Alignments ist der Summe-aller-Paare(SP)-Score mit

S(mi) :=
∑

k<l

s(mk
i , m

l
i).

Dabei ists(mk
i , m

l
j) die Match/Mismatch-Penalty eines paarweisen Alignment-Score-Schemas, also et-

wa entsprechend einer PAM- oder BLOSUM-Matrix.

Stehen also in einer Spalte zweiA und zweiG, so betr̈agt der Scores(A, A) + s(G, G) + 4 · s(A, G).
Stehen hingegen in der Spalte dreiA und nur einG in der Spalte, ist der Score3 · s(A, A) + 3 · s(A, G).
Wie gut der Unterschied motiviert ist, ist nicht ganz klar. Beide Spalten könnten mit nur einer Transition

erklärt werden.
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3.2 Multiples Alignment mit Dynamischer Programmierung

Im Prinzip kann man auch optimale multiple Alignments bei affiner Gap-Strafe mit dynamischer Pro-

grammierung berechnen. Sei dazuFi1,i2,...,in der Score des besten Alignments der Sequenzanfänge

x1
1 . . . x1

i1
, x2

1 . . . x2
i2

, . . . , xn
1 . . . xn

in
. Wir beschr̈anken uns hier auf lineare Gap-Penalty. Dann sieht die

Rekursion zur Berechnung vonF so aus:

Fi1,...,in = max
{(δ1,...,δn)|δ1+···+δn>0}

{Fi1−δ1,...,in−δn + S(δ1x
1
i1 , . . . , δnxn

in)}

Dabei ist f̈ur x ∈ A ∪ { }:

δix :=

{
x für δi = 1

für δi = 0

In jedem Schritt muss alsöuber2n − 1 mögliche Werte maximiert werden. Damit ist die Laufzeit expo-

nentiell in der Anzahl der Sequenzen.

3.2.1 Bei SP-Scores Zeit sparen: MSA

Carillo und Lipman (1988) zeigen, dass man bei der Berechnung des optimalen multiplen SP-Score-

Alignments mit dynamischer Programmierung nicht alle WerteFi1,...,in berechnen muss.

Ist m ein multiples Alignment, so seimkl das darin enthaltene Alignment der Sequenzenxk und

xl. Es gilt alsoS(m) =
∑

k<l S(mkl). Es seim das optimale multiple Alignment. Istβ der Score

irgendeines anderen multiplen Alignments, man denke an ein schon recht gutes, das durch eine schnelle

Heuristik gefunden wurde, so gilt klarerweiseβ ≤ S(m). Ebenso trivial ist, dass für das beste paarweise

Alignmentmkl
∗ der Sequenzenxk undxl die UngleichungS(mkl) ≤ S(mkl

∗ ) gilt. Damit erhalten wir:

β ≤
∑

i<j

S(mij) ≤ S(mkl) − S(mkl
∗ ) +

∑

i<j

S(mij
∗ )

Daraus folgt:

S(mkl) ≥ β + S(mkl
∗ ) −

∑

i<j

S(mij
∗ ) =: βkl

Der MSA-Algortihmus von Carillo und Lipman ist nun:

• Berechneβkl für jedes Sequenzpaar(xk, xl).

• Berechne f̈ur jedes Sequenzpaar(xk, xl) die MengeBkl der Positionspaare(i, j), für die das be-

ste Alignment durch(i, j) mindestens Scoreβkl hat. (Das geht mit einer “Viterbi-Variante” des

Vorwärts-R̈uckwärts-Algorithmus in ZeitO(L2).)

• Berechne dannFi1,i2,...,in für alle(i1, i2, . . . , in), für die(ik, il) ∈ Bkl für alle enthaltenen Paare

(ik, il) gilt. (Alle anderen spielen keine Rolle.)

Die Rechenzeit des letzten Schrittes bleibt im Allgemeinen exponentiell in der Anzahl der Sequenzen,

aber man kann auf diese Weise einen nicht unbedeutenden Faktor einsparen. Veranschaulicht wird diese

Idee in einer Abbildung in Durbin et al. (1998) auf Seite 144. MSA soll bis etwa 7 Protein-Sequenzen

praktikabel sein.
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3.3 Progressives Alignment (CLUSTALW)

Der Ansatz, Multiples Alignment progressiv zu betreiben, besteht darin,zun̈achst zwei Sequenzen zu

alignieren, dann eine dritte gegen das gefundene Alignment zu alignieren und so weiter...

Das bekannteste progressiv alignierende Programm ist CLUSTALW, siehe Thompson, Higgins und

Gibson (1994). Die groben Teilschritte von CLUSTALW sind:

1. Aligniere jedes Paar von Sequenzen mittels dynamischer Programmierung.

2. Weise jedem alignierten Paar eine evolutionäre Distanz zu.

3. Konstruiere aus den Distanzen einen phylogenetischen Baum der Sequenzen mittels Neighbour-

Joining (siehe Abschnitt 4.1.2).

4. Aligniere l̈angs des Baumes die Sequenz-Paare, Sequenz/Profil-Paare und Profil-Paare (siehe Ab-

schnitt 3.4).

CLUSTALW ist recht schnell und liefert ansehnliche Ergebnisse, wasu.a. durch folgende “Tricks” er-

reicht wird:

• Verwendet werden SP-Scores für die Profil-Alignments, die so gewichtet werden, dass große Teil-

familien sehr̈ahnlicher Sequenzen keinenüberm̈aßig großen Einfluss haben.

• Substitutionsmatrizen werden je nach erwarteterÄhnlichkeit der Sequenzen flexibel ausgewählt.

• Gap-Penalties sind bei Protein-Sequenzen strenger in hydrophoben Regionen und milder in hydro-

philen.

• Gap-Penalties werden erhöht, falls an anderen, aber benachbarten Positionen Gaps auftreten. Da-

mit werden Alignments zusätzlich bevorzugt, die Gaps m̈oglichst an dieselbe Stelle bringen.

• Der verwendete Baum kann automatisch verändert werden, falls ein Profil-Alignment einen sehr

schlechten Score erbringt.

Natürlich ist CLUSTALW problematisch, wenn aus dem multiplen Alignment letztlich ein phylogene-

tischer Baum geschätzt werden soll. Es besteht dann die Gefahr einer gewissen Bias zum verwendeten

Neighbour-Joining-Baum. Auf Ansätze, multiple Alignments und phylogenetische Bäume simultan zu

scḧatzen, werden wir in Abschnitt 4.7 noch einmal kurz zurückkommen.

3.4 ProfilHMM-Training

Mit einem ProfilHMM kann man f̈ur eine Grupppe von Sequenzen modellieren, welche Positionen ty-

pischerweise mit bestimmten Basen besetzt sind und welche Basen dort ansonsten auch noch toleriert

werden, welche Positionen bei einigen Sequenzen fehlen und wo etwas eingefügt werden kann, was nicht

typisch f̈ur diese Gruppe von Sequenzen ist.
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Die versteckte Markoffkette eines ProfilHMM bewegt sich durch folgenden gerichteten Graphen:

Start EndeM1 M2 Mi Mm

I0 I1 I2 Ii Im

D1 D2 Di Dm

Die ZusẗandeMi stehen f̈ur die Positionen einer Konsensus-Sequenz der betrachteten Sequenzen.

Die ZusẗandeIi in der mittleren Zeile stehen für Positionen, die nur in einzelnen Sequenzen vorkommen,

aber nicht f̈ur die Sequenz-Gruppe typisch sind. Die ZuständeDi in der oberen Zeile werden durchlaufen,

wenn in einer Sequenz Positionen fehlen, die in der Konsensus-Sequenz vorkommen.

Die Modellvorstellung ist also, dass eine zu dieser Gruppe gehörige Sequenz dadurch erzeugt wird,

dass die versteckte Markoffkette von Start bis Ende läuft und dabei ZuständeMi und Ii Aminos̈auren

bzw. Basen emittieren. Die entsprechenden Emissionswahrscheinlichkeitenbezeichnen wir miteMi
(.)

undeIi
(.). Die Übergangswahrscheinlichkeiten bezeichnen wir mitPMiMi+1 , PMiDi+1 , PIiIi

etc...

3.4.1 Alignment einer Sequenz gegen ein Profil

Wir können nun etwa eine neue Sequenzx = x1 . . . xn gegen das Profil einer Gruppe von Sequenzen

alignieren, indem wir den Viterbi-Algorithmus auf ProfilHMMsübertragen. Sei dazuV X
j (i) der Loga-

rithmus aus dem Quotienten der Wahrscheinlichkeit des besten Pfades für x1 . . . xi im Teil-ProfilHMM

bis zur Spalte der ZuständeMj , Ij undDj , wobei der Pfad im ZustandXj enden muss, und der Wahr-

scheinlichkeit der Teilsequenz im Nullmodell, bei dem alle Postionen unabhängig voneinander gem̈aß

den Basen- bzw. Aminosäureḧaufigkeitenq. zusammengẅurfelt wurden. Die Rekursionsgleichungen zur

Berechnung vonV .
. (.) lassen sich leicht hinschreiben, z.B. gilt:

V M
j (i) = log

eMj
(xi)

qxi

+ max





V M
j−1(i − 1) + log PMj−1Mj

V D
j−1(i − 1) + log PDj−1Mj

V I
j−1(i − 1) + log PIj−1Mj

Wir können alsoV und damit das optimale Alignment der Sequenzx gegen ein ProfilHMM, dessen

Übergangs- und Emissionswahrscheinlichkeiten bekannt sind, in ZeitO(nm) berechnen.

3.4.2 ProfilHMM-Training mit unalignierten Sequenzen

Gegeben seien unalignierte Sequenzen, die in einem biologischen Sinne alszu einer Gruppe gehörig

aufgefasst werden. Wie sollte man dann für ein ProfilHMM der L̈angem dieÜbergangs- und Emissions-

wahrscheinlichkeiten schätzen? (F̈ur m wählen wir etwa die durchschnittliche Länge der Sequenzen.)

Naheliegend ist, das Baum-Welch-Training oder das Viterbi-Training auf ProfilHMMs zu übertragen,

was auch ganz direkt geht. Eine Besonderheit bei ProfilHMMs ist allerdings, dass sehr viele Parameter
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zu scḧatzen sind, die wir als einen Vektorθ = (P .
. (.), e.(.)) in einem sehr hochdimensionalen Raum

zusammenfassen können. In hochdimensionalen Räumen ist viel Platz f̈ur lokale Optima. Daher ist bei

ProfilHMMs an Optimierungsalgorithmen zu denken, die nicht nur gierig optimieren, sondern auch die

Chance haben, lokale Optima zu verlassen. Ein solcher Algorithmus istSimulated Annealing.

Die Idee des Simulated Annealing kommt aus der Physik. Hat eine Konfiguration x eines physi-

kalischen Systems eine EnergieE(x) und wird die Konfiguration des Systems durch eine Temperatur

T etwas durcheinander gebracht, so entspricht in gewissen Modellen die Wahrscheinlichkeit(sdichte),

dass das System gerade im Zustandx ist, der Gibbs-Boltzmann-Wahrscheinlichkeit(sdichte)P (x) =

eE(x)/T /z, wobeiz lediglich eine Normierungskonstante ist, die dafür sorgt, dass die Summe der Wahr-

scheinlichkeiten (bzw. das Integralüber die Dichten) den Wert 1 annimmt. Je niedriger die Temperatur

ist, desto n̈aher ist das System am energetischen Optimum. Es gibt physikalische Systeme, etwa gewisse

Kristall-Strukturen, die nur dann in den Bereich des energetischen Optimumskommen, wenn sie langsam

von einer hohen zu einer niedrigen Temperatur abgekühlt werden.

Das Prinzip des Simulated Annealing lässt sich auf viele Optimierungsprobleme anwenden, etwa

folgendermaßen auf die Suche nach den optimalen Parameternθ̂ eines ProfilHMMs f̈ur eine Gruppe von

Sequenzen:

Wähle zu Beginn eine “simulierte Temperatur”T0 und einen vorl̈aufigen Parametervektorθ0. Wähle

dann f̈ur i = 0, 1, . . . jeweils in der N̈ahe vonθi einen Kandidatenθ′ für θi+1 und akzeptiere diesen mit

Wahrscheinlichkeit

min
{

1, (Pθ′/Pθi
)1/Ti

}
,

wobeiPθ die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein ProfilHMM mit Parametervektorθ die beobachteten Daten

emittiert, die sich mit dem Vorẅartsalgorithmus berechnen lässt. Bei nicht-Akzeptanz setzeθi+1 := θi.

Dabei l̈asst manTi (vorsichtig) gegen 0 konvergieren (für i → ∞). Wenn alles gut geht, konvergiert dann

θi gegen̂θ.

Viterbi-Training mit Simulated Annealing Bei dieser von Eddy (1995) vorgeschlagenen Variante

des Viterbi-Trainings wird nicht jeweils der wahrscheinlichste Pfad durchden ProfilHMM-Graphen zur

nächsten Iteration der Parameterschätzung verwendet, sondern ein zufälliger Pfadzi, der mit Wahr-

scheinlichkeit
Wsθi

(zi, Daten)1/Ti

∑
z Wsθi

(z, Daten)1/Ti

aus allen m̈oglichen Pfaden ausgewählt wird. Dies ist algorithmisch effizient machbar, indem beim

Vorwärtsalgorithmus statt der aktuellen Parameterθi = (P..,i(.), e.,i(.)) die mit 1/Ti potenzierten Pa-

rameter(P..,i(.)
1/Ti , e.,i(.)

1/Ti) verwendet werden und man beim Zurückverfolgen des Pfades jeweils

zufällig gem̈aß der Beitr̈age der eingehenden Kanten entscheidet (ähnlich wie beim Alignment-Sampling,

vgl. Abschnitt 2.6.2). Man mache sich klar, dass man damit tatsächlich den Pfadzi mit der angestrebten

Wahrscheinlichkeit erḧalt!

Wie beim Viterbi-Trainingüblich, werden diëUbergangs- und Emissions-Wahrscheinlichkeiten aus

dem jeweils aktuellen Pfad jeder Iteration geschätzt. Wie beim Simulated Annealing̈ublich, lassen wir
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Ti gegen 0 gehen.

4 Phylogenetische B̈aume und Modelle der Sequenzevolution

4.1 Distanzbasierte Phylogeniescḧatzung

Gegebenist eine MengeS = {s1, s2, . . . , sn} (z.B. von Sequenzen, Arten, Individuen, . . . ) und eine

Distanzmatrix(dij)ij≤n, d.h. es gilt f̈ur allei, j, k ≤ n:

dij = dji, dij + djk ≥ dik (Dreiecksungleichung), i = j ⇔ dij = 0

dij ist der (evtl. gescḧatzte) Abstand zwischensi undsj .

Gesucht:ein bin̈arer Baum, dessen Blätter mits1, s2, . . . , sn und dessen Kanten mit Längenl1, l2, . . . , lk ∈
R>0 beschriftet sind, so dass die Abstände der Knoten im Baummöglichst gutmit dendij übereinstim-

men.

s1

s2 s3

s4

s5

l1

l2

l3

l4

l5

l6

4.1.1 Ein Cluster-Verfahren: UPGMA

Cluster sind Teilmengen vonS. Hierarchische Clusterverfahren beginnen mit den einelementigen Clu-

stern und vereinigen schrittweise die Cluster minimaler Distanz. Clusterverfahren unterscheiden sich vor

allem darin, wie Distanzen zwischen mehrelementigen Clustern definiert sind,Beispiele sind:

single linkage: d(C, C ′) = minsi∈C,sj∈C′ dij

complete linkage: d(C, C ′) = maxsi∈C,sj∈C′ dij

means: d(C, C ′) = mittlere Distanz der Elemente vonC undC ′.
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UPGMA (Sokal & Michener, 1985) ist ein “means”-Clusterverfahren.UPGMA steht f̈ur Unweighted

PairwiseGroupingMethod usingArithmetic means.

für i ≤ n seiCi := {si}
C := {C1, . . . , Cn}
m := n wiederhole

• m := m + 1

• SucheCi, Cj ∈ C mit minimalemdij > 0

• Cm := Ci ∪ Cj

• C := C ∪ {Cm} \ {Ci, Cj}

• Für alleCk ∈ C setze

dkm := dmk :=
1

|Ck| · |Cm|
∑

sx∈Ck,sy∈Cm

dxy

bisCm = {s1, . . . , sn}.

Beispiel für UPGMA Distanzen entsprechen euklidischen Abständen auf linker Seite

s1

s1

s2

s2
s3

s3

s4

s4

s5
s5

UPGMA wird folgendermaßen Clustern:

s1

s1

s2

s2
s3

s3

s4

s4

s5
s5

C6

C7C8

C9

Wähle Astl̈angen entsprechend der Abstände der Cluster.
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Wann findet UPGMA den richtigen Baum? Ideale Situation:

Angenommen die Distanzen{dij} sind exakt zu einem Baum kom-

s1 s2 s3 s4 s5

C6 C7

patibel, der die Eigenschaft der molekularen Uhr erfüllt, d.h. alle

Blätter sind gleich weit von einer Wurzel entfernt.

Dann gilt

d13 = d14 = d23 = d24

Daraus folgt z.B.:

d67 =
1

2 · 2 · (d13 + d14 + d23 + d24) = d13

UPGMA behandelt also jedes Cluster wie ein Blatt und weist genau die Distanzen zu, die die in den

Clustern enthaltenen Blätter tats̈achlich haben.

Wir sehen also:Unter der Annahme der molekularen Uhr wird UPGMA den exakt passenden

Baum finden, falls er existiert.

Kann man bereits den Distanzen ansehen, ob sie mit einem Baum mit molekularerUhr vertr̈aglich

sind?

Lemma SeiD eine Distanz-Matrix f̈ur (s1, . . . , sn). Dann sindäquivalent:

(a) Es gibt einen Baum, der die molekulare-Uhr-Eigenschaft hat, und dessen Bl̈atter die inD gegebenen

Distanzen haben (als Summen der dazwischenliegenden Kantenlängen).

(b) D ist ultrametrisch, d.h. es gilt

∀i,j,k∃i∈{i,j,k} : djk < dij = dik

Beweis: (a)⇒(b): Seih der jüngste gemeinsame Vorfahr voni, j und k, und sei oBdAdjk das Mi-

nimum von{dij , djk, dik}. Also sindj undk direkte Nachbarn. Aus der molekularen Uhr Eigenschaft

folgt, dassi, j undk alle die selbe Distanz zuh haben. Dann hati sowohl zuj als auch zuk die doppelte

Distanz wie zuh. Also gilt dij = dik.

(b)⇒(a): Induktionübern: Angenommen der Baum kann für jeweils ḧochstensn Taxa(s1, . . . , sn)

rekonstruiert werden. Jetzt seienn + 1 Taxa(s1, . . . , sn+1) gegeben und es seienSL undSR der linke

und der rechte Teilbaum des Teilbaums für (s1, . . . , sn). (Was rechts und was links ist, ist hier beliebig.

Jedenfalls unterteilen wir den Baum an der Wurzel.) Seix ∈ SL undy ∈ SR. Wir unterscheiden drei

Fälle:

erster Fall:d(sn+1, x) = d(sn+1, y)

Wegen der Ultrametrik-Eigenschaft giltd(sn+1, si) = d(sn+1, x) für allesi mit i ≤ n (Übung!).

Also erhalten wir einen Baum, der die molekulare Uhr Eigenschaft erfüllt, indem wir an den Baum

für (s1, . . . , sn) eine neue Wurzel im Abstand(d(sn+1, x)−d(x, y))/2 anḧangen und dort das neue

Blatt sn+1 an eine Kante der L̈anged(sn+1, x)/2.
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zweiter Fall:d(sn+1, x) < d(sn+1, y) = d(x, y)

Dann giltd(sn+1, x) < d(x, z) = d(sn+1, z) für allez ∈ SR.

Falls d(sn+1, x) = d(sn+1, u) für alle u ∈ SL gilt, hängen wirsn+1 an eine Kante der L̈ange

d(sn+1, x)/2 zwischenSL und die Wurzel, und zward(sn+1, x)/2 von den Bl̈attern inSL entfernt.

Wir erhalten so den passenden Baum.

Falls hingegen einu ∈ SL mit d(sn+1, x) 6= d(sn+1, u) in SL existiert, kannsn+1 nach In-

duktionsannahme in den TeilbaumSL eingef̈ugt werden und das Ergebnis erfüllt weiterhin die

molekulare Uhr Eigenschaft. Dad(sn+1, z) = d(x, z) für allez ∈ SR gilt, stimmen die Distanzen

im ganzen Baum.

dritter Fall:d(sn+1, y) < d(sn+1, x) = d(x, y)

Analog zum zweiten Fall.

�

Wann findet UPGMA nicht den richtigen Baum? Wir betrachten als Beispiel den folgenden Baum:

s1 s2

s3 s4

1

1

1

4 4

d12 = 3 d23 = 6

d13 = 5 d24 = 5

d14 = 6 d34 = 9

Was wuerde UPGMA tun? Es ẅurde zuersts1 unds2 vereinigen und damit sofort in die Irre laufen!

Frage: Gibt es einen Algorithmus, der einen exakt passenden Baum sicher findet? Antwort: Ja, sofern

ein solcher Baum existiert; Siehe nächster Abschnitt.

4.1.2 Neighbour Joining (Saitou & Nei, 1987)

Idee: Verwende gewichtete Distanzen

Dij := dij − (ri + rj), mit ri =
1

n − 2

∑

k

dik =
n − 1

n − 2
· di.
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s1

s2

s3

s4

s5

Neighbour Joining Algorithmus EingabeT = {s1, . . . , sn} mit Distanzen(dij)i,j≤n

NeighbourJoining(T ):

• fertig fallsn = 1

• berechne alleDij

• finde inT die Knotensi undsj mit minimalemDij

• definiere inneren Knotenk mit ∀m : dkm := 1
2(dim + djm − dij)

• NeighbourJoining({k} ∪ T \ {si, sj})

si

sj

k

sm

Satz (Neighbour-Joining-Theorem, Studier & Keppler, 1988):Falls ein Baum existiert, dessen

Blätter{si}i≤n exakt die Distanzen(dij)i,j≤n haben (als Summen der Kantenlängen), wirdNeighbour

Joiningdiesen Baum finden.

Beweis:Zu zeigen ist, dassi und j Nachbarn sind, fallsDij minimal ist. Wir beweisen dies durch

Widerspruch. Seien alsoi undj nichtNachbarn. Es gibt also mindestens zwei benachbarte innere Knoten

k und l zwischenj und i. k sei der, der n̈aher anj liegt. Lk seien die Bl̈atter am Teilbaum, der durchk

von i undj getrennt wird, undLl die Blätter des entsprechenden Teilbaumes anl. OBdA sei|Lk| ≤ |Ll|.
Die Menge aller Bl̈atter seiL und es seiLc := L \ ({i, j} ∪Lk ∪Ll). Wir beschr̈anken uns auf den Fall

|Lk| > 1. Der Fall |Lk| = 1 wird in einerÜbung behandelt.m undn seien benachbarte Knoten inLk

undp sei der innere Knoten zwischen ihnen.
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PSfrag

l

i

j

k

y

p

m

n

z

v

u

Ll

Lk

Lc

Da die Distanzen die Summen der Kantenlängen sind, giltdiy + djy = dij + 2dky unddmy + dny =

dmn + 2dpy. Daraus folgt:

diy + djy − dmy − dny = dij + 2dky − 2dpy − dmn.

Analog gilt für allez ∈ Ll:

diz + djz − dmz − dnz = dij − dmn − 2dpk − 2dlk

Nach Definition derD.. gilt:

Dij − Dmn = dij − dmn − 1

N − 2

(∑

u

diu + dju − dmu − dnu

)

Wegen obiger Gleichung gilt aber:

∑

u

diu + dju − dmu − dnu =


∑

y∈Lk

diy + djy − dmy − dny


+


∑

z∈Ll

diz + djz − dmz − dnz




+dii + dij − dmi − dni + dij + djj − dmj − dnj +

(∑

u∈Lc

diu + dju − dmu − dnu

)

=


∑

y∈Lk

dij + 2dky − 2dpy − dmn


+


∑

z∈Ll

dij − dmn − 2dpk − 2dlk




+2dij − dmi − dni − dmj − dnj +

(∑

u∈Lc

dij − dmn + 2duv − 2dpu

)

= (N − 2)(dij − dmn) +


∑

y∈Lk

(2dky − 2dpy)


−


∑

z∈Ll

(2dpk + 2dlk)




−4dkp − 2dmn − 2
∑

u∈Lc

dpv
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Daraus folgt:

Dij − Dmn =

(∑
y∈Lk

2dpy − 2dky

)
+
(∑

z∈Ll
2dpk + 2dlk

)
+
(∑

u∈Lc
2dpv

)
+ 4dkp + 2dmn

N − 2

Wegendpy − dky > −dpk folgt daraus:

Dij − Dmn > 2dpk(|Ll| − |Lk|)/(N − 2) > 0

Also kannDij nicht minimal sein. �

Problem: Meistens sind die Distanzen mit keinem Baum verträglich (z.B. weil es nur mehr oder we-

niger ungenaue Schätzungen sind). Dann kann uns das Neighbour-Joining-Theorem auch nicht wirklich

helfen.

Oft sind dann Verfahren erfolgreicher, diemehr Informationenals nur die ungef̈ahren Distanzen

ausnutzen!

4.2 Parsimonische Baumrekonstruktion

Gegeben:n homologe Sequenzen, z.B. DNA oder Proteine

x1 = x1
1, x

1
2, . . . , x

1
m

x2 = x2
1, x

2
2, . . . , x

2
m

...
...

.. .
...

xn = xn
1 , xn

2 , . . . , xn
m

z.B.n = 4:

Seq1 GCAGGGTAC

Seq2 GCAGGGAAC

Seq3 GCTGGCAAC

Seq4 GCAGGCAAC

Gesucht:Stammbaum, der mit m̈oglichst wenigen Substitutionen auskommt, mit anderen Worten:

Welcher Baum ist der parsimonischste?

Wir können uns auf die segregierenden Sites beschränken, d. h. auf die Spalten, in denen mindestens

zwei verschieden Basen (bzw. Aminosäuren) stehen.
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Seq4 Seq4Seq2

Seq4 Seq3

Seq1

Seq1 Seq2

Seq3Seq2Seq1

Seq3

AGA

AGA

AGA

ACA

ACAACA

AGT

AGTAGT

TCA

TCA

TCA

Welcher Baum ist der parsimonischste? Der da↓

Seq4 Seq4Seq2

Seq4 Seq3

Seq1

Seq1 Seq2

Seq3Seq2Seq1

Seq3

AGA

AGA

AGA

ACA

ACAACA

AGT

AGTAGT

TCA

TCA

TCA

AGA

ACA

ACA

ACA

ACAACA

1

1

111

1

1

2

2

Gegeben:Baum (oBdA mit Wurzel), dessen Blätter mit Sequenzen beschriftet sind.

Gesucht:Mindestanzahl an n̈otigen Substitutionen

4.2.1 Algorithmus von Fitch (1971)

Idee: Beschrifte jeden Knotenk mit MengeMk aller Beschriftungen, die optimal parsimonisch für den

dar̈uberliegenden Teilbaum ẅaren. (dynamische Programmierung!)

AA G T
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AA G T

1 1

0

{A, G} {A, T}

{A}

Algorithmus von Fitch, formal:
Führe folgende Schritte für jede Position aus:

C := 0

Für jedes Blattb mit Beschriftungx setzeMb := {x}
Gehe “von oben nach unten” alle Knotenk mit Kinderni, j durch und setze:

FallsMi ∩ Mj = ∅:

• Mk := Mi ∪ Mj

• C := C + 1

Sonst:Mk := Mi ∩ Mj

4.2.2 Gewichtete Parsimonie

Jede Substitution vona ∈ A nachb ∈ A kostetS(a, b).

gegeben:ein gewurzelter Baum mit Sequenzen an den Blättern

gesucht:Gesamtkosten bei optimaler Belegung der inneren Knoten.

Strategie: Berechne mit Dynamischer Programmierung für jede Position und jeden Knotenk und

jedesa ∈ A die MindestkostenSk(a) für die Belegung des ausk herauswachsenden Teilbaums unter

der Annahme, dass beik eina steht.

Für Blätterk, an denen an der entsprechenden Position eina steht, istSk(a) = 0 undSk(b) = ∞ für

b 6= a. Für innere Knotenk mit Nachkommeni undj gilt:

Sk(a) = min
b∈A

(S(a, b) + Si(b)) + min
c∈A

(S(a, c) + Sj(c))

Dieser Wert kann mit dynamischer Programmierung ausgehend von den Blättern bis hin zur Wurzelr

berechnet werden. Das Ergebnis ist dannmina∈A Sr(a).

4.2.3 Das Problem der perfekten Parsimonie

gegeben:n homologe Sequenzen der Längem. An jeder Position kommen 1 oder 2 verschiedene

Zusẗande vor.

gesucht:Gibt es einen perfekt parsimonischen Baum, d.h. einen in dem für jede Position ḧochstens

eine Substitution vorkommt?
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Idee: Jede Kante des Baumes entspricht genau einem “Split”

der Menge der Bl̈atterL in zwei TeilemengenA undB, das heißt

L = A ∪ B undA ∩ B = ∅. Positionen, an denen 2 verschiedene

Zusẗande auftreten, definieren einen Split.

Also: Unterteile die Menge der Blätter nach und nach für jede

segregierende Position weiter auf, bis ein Widerspruch auftritt –

oder eben nicht.

Lemma: Ein Widerspruch tritt genau dann auf, wenn zwei Splits mitL = A ∪ B = C ∪ D existieren,

so dassA ∩ C, A ∩ D, B ∩ C undB ∩ D alle 6= ∅ sind.

Beweis: Wenn eine KanteL in A undB trennt, so kann offensichtlich jede weitere Kante nurA oder

B weiter unterteilen. Deswegen gilt “⇐”. Für die umgekehrte Richtung “⇒” überlege man sich, dass

beim iterativen Einf̈ugen von Kanten die Menge der Blätter nach und nach feiner partitioniert wird. Ein

Widerspruch kann nur dann auftreten, wenn ein SplitL = A∪B mehr als eine der in der aktuellen Parti-

tionierung enthaltenen Mengen betrifft. Betrifft er zwei Mengen und kameine der dazwischen liegenden

Kanten von einer PartitionierungL = C ∪ D, bedeutet das gerade, dass die vier SchnittmengenA ∩ C,

A ∩ D, B ∩ C undB ∩ D alle 6= ∅ sind.

�

4.2.4 Das verallgemeinerte Problem der perfekten Parsimonie

gegeben:n homologe Sequenzen der Längem. An jeder Position kommen bis zur verschiedene Zustände

vor.

gesucht:Gibt es einen perfekt parsimonischen Baum, d.h. einen, in dem an jeder Position weder

Rückmutationen noch zwei Substitutionen zum selben Symbol vorkommen?

Komplexit ät: Fallsr groß werden darf, ist dieses Problem NP-vollständig.

Aber: Für jedes fester ∈ N existieren Polynomialzeitalgorithmen.

4.2.5 Das Problem der maximalen Parsimonie

gegeben: n homologe Sequenzen der Längem. An jeder Position kommen 1 oder 2 verschiedene

Zusẗande vor.

gesucht: ein Baum, der die minimale Anzahl an Substitutionen braucht

Komplexit ät: NP-vollsẗandig

Aber: Immerhin gibt es einen Algorithmus, der einen Baum liefert, der mit weniger als dem Doppel-

ten der Mindestanzahl auskommt. Für die Praxis relevanter sind jedoch heuristische Lösungsverfahren.

Exakte Lösung f̈ur wenige Sequenzen: Branch & Bound: Wir überlegen uns zunächst, wie wir alle

Bäume aufz̈ahlen k̈onnen. Dazu kodieren wir die ungewurzelten Bäume mitn ≥ 3 Blätternx1, . . . , xn
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durch[i3][i5][i7] . . . [i2n−5] mit ik ∈ {1, . . . , k}. Einen solchen Ausdruck̈ubersetzt man folgendermaßen

in einen Baum:

• Starte mit dem dreiblättrigen Baum, bei dem die Blätter mit x1, x2, x3 und die dazugeḧorigen

Kanten mit 1,2,3 beschriftet sind.

• Wiederhole f̈ur j = 4, . . . , n:

– k := 2j − 5

– Füge Kante mit Blattxj an Kanteik ein.

– Nenne den neuen Teil der Kanteik, der n̈aher anx1 liegt k + 1 und die neue Kantek + 2.

Beispiel: [3][2][7] steht f̈ur:

1

2 3

4

5
6

7

89

x1

x2 x3

x4x5

x6

Offensichtlich l̈aßt sich umgekehrt jeder Baum mit Blattbeschriftungenx1, . . . , xn als Zahlenfolge schrei-

ben. Mit Hilfe dieser Kodierung k̈onnen wir nun die B̈aume aufz̈ahlen, indem wir[i3][i5][i7] . . . [2n− 5]

im Stile eines Kilometerz̈ahlers alle erlaubten Werte durchlaufen lassen. Wir starten dabei mit[1][0][0] . . . [0].

Nullen am Ende bedeuten dabei, dass die entsprechenden Taxa noch nicht in den Baum eingefügt wur-

den. “Zählersẗande”, bei denen Nullen links von Nicht-Nullen stehen, werdenübersprungen. F̈ur jeden

“Zählerstand” bzw. Baum berechnen wir den Parsimonie-Score. Wir merken uns den ScoreC des bisher

parsimonischsten Baums. Diese Vorgehensweise gestattet uns nicht nur,den Raum der B̈aume halb-

wegsübersichtlich darzustellen, sondern legt auch eine Möglichkeit nahe, wie wir die Suche beträcht-

lich abk̈urzen k̈onnen: Wenn der Score zu[i1] . . . [im][0] . . . [0] bereits gr̈oßer alsC ist, brauchen wir

die Möglichkeiten, diëubrigen Taxa einzufügen (d.h. die Nullen durch Nicht-Nullen zu ersetzen) nicht

durchzugehen und können statt dessen gleichim um 1 erḧohen.

heuristische Methoden Man beginnt mit irgendeinem Baum und versucht, ihn durch kleine Verände-

rungen (etwa das sogenanntebranch swapping) nach und nach zu verbessern. Die Hoffnung ist, somit

den optimalen Baum zu finden. Das wesentliche Problem ist aber die Gefahrin lokalen Optima ḧangen

zu bleiben. Die Verfahren unterscheiden sich in den Veränderungen, die für den jeweils aktuellen Baum
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in Betracht gezogen werden. Um einen ersten Baum zu bekommen, bietet sich stepwise additionan, das

heißt man beginnt mit 3 Taxa und fügt nach und nach alle weiteren Taxa hinzu, indem eine Kante durch

einen neuen Knoten unterteilt und an den neuen Knoten eine neue Kante angefügt wird, die zu dem neu-

en Blatt f̈uhrt. Bez̈uglich der Eingabe-Reihenfolge der Taxa gibt es verschiedene Varianten, z. B. kann

man jeweils das Taxon als nächstes nehmen, das die größteÄhnlichkeit zu den bisherigen hat.

Für das branch swapping gibt es wiederum mehrere Möglichkeiten. Eine istnearest neighbour in-

terchange: Dabei wird ein Paar benachbarter Blätter zuf̈allig ausgeẅahlt und probiert, ob man zu einem

besseren Score kommt, indem man ihre Verwandtschaft zum Rest des Baumesändert. Dazu hat man

jeweils drei M̈oglichkeiten, wie folgendes Beispiel verdeutlichen soll. Werden bei einemder folgenden

Bäume die Bl̈atter C und D ausgeẅahlt, so wird im n̈achsten der Baum von den dreien weiterverwendet,

der den ḧochsten Score bringt.
C D

A

B

E

F

G

A

B

E

F

G

C D

A

B

E

F

G

D C

Eine andere M̈oglichkeit istsubtree pruning & regrafting . Dabei wird ein Teilbaum zufällig aus-

geẅahlt und es wird̈uberpr̈uft, ob man den Score verbessern kann, indem man den Teilbaum an einen

neuen Knoten an einer anderen Kante des restlichen Teilbaums ansetzt. Folgendes Bild zeigt ein Beispiel

für einen somit m̈oglichenÜbergang:

A

B

D E

F

G

C

C D E

F

G

A

B

Diese und weitere Heuristiken stehen etwa in dem Programmpaket PAUP von David Swofford (2003)

zur Verfügung.

4.2.6 Grenzen des Parsimonie-Prinzips

Problematisch wird’s, wenn̈Aste so lang sind, dass Rück- und Doppelmutationen aufreten. Die Länge

solcherÄste wird systematisch unterschätzt.

1 2

3 4

1 2

3 4

Parsimonie
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Besser ẅare also ein Verfahren, das die Möglichkeit von R̈uck- und Doppelmutationen berücksich-

tigt.

Vergleich von Verfahren zur Phylogeniescḧatzung Durbin et al. (1998) haben für mehrere Sequenzlängen

je 1000 Quartette von{A, B}-Sequenzen längs dieses Baumes simuliert und damit die Verfahren vergli-

chen. Die Astl̈angen sind mittlere Mutationshäufigkeiten pro Position.

0,1 0,10,09

0,30,3

Anteil richtig geschätzter Bäume:
Sequenzl̈ange Maximale Parsimonie Neighbour Joining Maximum Likelihood

20 39.6% 47.7% 41.9%

100 40.5% 63.5% 63.8%

500 40.4% 89.6% 90.4%

2000 35.3% 99.5% 99.7%

Wir sehen also, dass bei diesem Baum, der sehr lange Kanten enthält, das parsimonische Verfahren

auch bei sehr langen Sequenzen schlechte Ergebnisse liefert. Neighbour Joining liefert bessere Ergeb-

nisse obwohl es nur die Distanzen zwischen den Sequenzen verwendet. Noch bessere Ergebnisse liefert

bei langen Sequenzen allerdings das Maximum-Likelihood-Verfahren (ML), um das es im n̈achsten Ab-

schnitt geht.

4.3 Das ML-Prinzip in der Phylogeniescḧatzung

Modell: Die DatenD sind Ergebnis eines zufälligen Prozesses. Ihre WahrscheinlichkeitPrθ(D) hängt

vom unbekannten Parameterθ ab.

Gesucht:θ soll gescḧatzt werden!

ML-Prinzip: Der Scḧatzerθ̂ ist der Wert, f̈ur den die Likelihood-Funktion

LD(θ) := Prθ(D)

maximal wird.

D = Sequenzdaten (n homologe Sequenzen der Längem)

θ = ein Baum

ML-Prinzip: θ̂ ist der Baum, derLD(.) maximiert (der also die Sequenzdaten am wahrscheinlich-

sten macht).

DamitLD(θ) := Prθ(D) definiert ist, ben̈otigt man ein stochastisches Modell für den Substitutions-

prozess, der längs der Kanten eines Baumesθ abl̈auft.
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Spezifiziere also die Wahrscheinlichkeit

Px→y(t),

dass an einer Position, an der einx steht, nach Zeitt einy steht.

Dazu brauchen wir ein Modell für die Sequenz-Evolution. Wir verwenden hier zunächst die DNA-

Variante eines sehr einfaches Modell von Jukes und Cantor (1969).

Dabei sollten wir wie immer, wenn es ans Modellieren geht ein Bonmot von G.E.P.Box beherzigen:

All models are wrong — but some are useful.

4.3.1 DNA-Substitutionsmodell von Jukes & Cantor (1969)

Basenḧaufigkeiten in Ursequenz:(π(A), π(C), π(G), π(T)) = (1
4 , 1

4 , 1
4 , 1

4)

Alle Positionen mutieren unabhängig voneinander mit Rate 1, d.h. die WartezeitT einer Position auf

die n̈achste Mutation ist exponential-1-verteilt, also:

Pr(T > t) = e−t

Wenn eine Mutation geschieht, wird die Base durch eine rein zufällige aus{A,C,G,T } ersetzt (bleibt

also evtl. unver̈andert). Es folgt:

Px→y(t) =

{ (
1 − e−t

)
· 1

4 falls x 6= y

e−t +
(
1 − e−t

)
· 1

4 falls x = y

Jukes-Cantor ist sehr einfach! Allgemeinere Modelle f̈ur DNA-Substitutionen (z.B. von Hasegawa,

Kishino & Yano, 1985) ber̈ucksichtigen die ungleichen Basenhäufigkeiten und die Tatsache, dass Transi-

tionen eine ḧohere Rate haben als Transversionen. Wir werden uns später mit solchen Modellen befassen.

Auch z.B. die Positionsabhängigkeit der Mutationsraten kann berücksichtigt werden (Tamura & Nei,

1993). Substitutionsmodelle für Proteine sind implizit durch Score-Matrizen wie PAM und BLOSUM

gegeben.

4.3.2 Berechnung der Likelihood eines Baums

Gegeben:(gewurzelter) Baumθ mit Astlängen(li)i, SequenzdatenD.

Gesucht:Die LikelihoodLD(θ) = Prθ(D) des Baumes für die gegeben Daten.

erste Idee: Berechne Likelihood positions-

weise und multipliziere.

oBdA sei also die Sequenzlängem = 1.

A C A T

l1 l2

l3 l4

l5
l6
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AngenommenD kennt auch die inneren Knoten:

A C A T

G

T

A
l1

l2

l3
l4

l5

l6

Dann ist es einfach:

LD(θ) = π(G) · PG→A(l3) · PG→T(l4) · PA→A(l1) · PA→C(l2) · PT→A(l5) · PT→T(l6)

Was tun, wenn die inneren Knoten nicht bekannt sind?

Felsensteins Pruning-Algorithmus (1981)

Wiedermal dynamische Programmierung!

Dk sei der Datensatz an den Blättern

über dem Knotenk.

Für Basex seiWk(x) die Wahrschein-

lichkeit von Dk unter der Bedingung,

dass beik einx steht.

A C C A TG G C T

k

Dk

Ist b ein Blatt mit Basey, so istWb(y) = 1 undWb(x) = 0 für x 6= y. Man rechne dann der Idee

der dynamischen Programmierung folgend von den Blättern bis zur Wurzel alle WerteWk(x) aus, indem

man folgende Rekursion anwendet:

k

i j

li lj

Ist k ein Knoten mit Kinderni

undj und Astl̈angenli undlj , so

gilt:

Wk(x) =




∑

y∈{A,C,G,T }
Px→y(li) · Wi(y)


 ·




∑

z∈{A,C,G,T }
Px→z(lj) · Wj(z)
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Da für die Wurzelr die GleichungDr = D gilt, erhalten wir das Ergebnis:

LD(θ) =
∑

x∈{A,C,G,T }
π(x) · Wr(x)

4.3.3 Den ML-Baum finden

Das ist das schwierige Problem:

Gegebenn Sequenzen. Finde den Baum mit der ḧochsten Likelihood.

Dabei sind zwei Teilprobleme zu unterscheiden:

(a) Gegeben eine Baumtopologie, also ein Baum ohne Angabe von Kantenlängen bzw. Zeitabstände,

welche Evolutionsraten und Astlängen maximieren die Likelihood?

(b) Suche die Topologie, für die (a) zu einer m̈oglichst hohen Likelihood f̈uhrt.

zu (a): Felsenstein (1981) wendet einen EM-Algorithmus zur Optimierung der Astlängen an. Es wer-

den also abwechselnd alle Kantenlängen und Mutationsraten aus den erwarteten Anzahlen an Substitu-

tionen der einzelnen Basen- bzw. Aminosäuretypen geschätzt und erwartete Substitutionshäufigkeiten

bez̈uglich der jeweils aktuellen Schätzwerte neu berechnet.

Alternativ dazu kann man auch die mehrdimensionale Newton-Methode (sieheAnhang B) zur Op-

timierung der Astl̈angen anwenden. Dazu muss man die Ableitung der Likelihood nach den Astlängen

berechnen. Das kann man mit einer Variante des Felsenstein-Prunings effizient machen, da die dort ver-

wendeten Rekursionen linear sind. (Die Detailsüberlege man sich!)

zu (b): Felsenstein (1981) beginnt mit einem dreiblättrigen Baum f̈ur die ersten drei Taxa und fügt

nach und nach alle weiteren Taxa hinzu. Beim Einfügen desk-ten Blattes probiert man alle2k − 5

Kanten als m̈ogliche Einf̈ugestelle f̈ur die neue Blatt-Kante aus und entscheidet sich für diejenige, f̈ur

die der entstehende Baum die höchste Likelihood hat. Wenn alle Kanten eingefügt sind, wird versucht,

die Likelihood des Baums durch lokale Veränderungen zu erhöhen. Außerdem werden mehrere zufällige

Eingabe-Reihenfolgen für die Taxa durchprobiert.

einige weitere L̈osungsans̈atze:

• Fallsn klein ist: Probiere alle Baumtopologien durch und variiere die Astlängen.

• Gehe z.B. von NeighbourJoining-Baum aus und versuche, durch leichtes Ver̈andern des Baums

nach und nach die Likelihood zu erhöhen,ähnlich wie das bei der Suche nach dem Parsimonisch-

sten Baum gemacht wird.

• Nimm jeweils 4 Sequenzen und suche deren ML-Baum. Baue am Ende die Viererb̈aume zusam-

men. (“PUZZLE”; Strimmer, von Haeseler, 1996,http://www.tree-puzzle.de/ )
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Ein wichtiges Argument f̈ur den Maximum-Likelihood-Scḧatzer ist dessenKonsistenz, das heißt

im Grenzfall unendlich langer Sequenzen wäre der ML-Baum immer der wahre Baum, siehe Abschnitt

4.3.4. Das Problem ist allerdings, dass der ML-Baum nicht so leicht zu berechnen ist.

4.3.4 Konsistenz des ML-Baums

Der Maximum-Likelihood-Scḧatzer f̈ur den Stammbaum gegebener Sequenzen istkonsistent, d.h. zu-

mindest wenn die Modellannahmen stimmen, dann wird die Wahrscheinlichkeit, dass die ML-Methode

den richtigen Baum liefert, gegen 1 konvergieren, wenn die Sequenzlänge gegen∞ geht. Zu den Mo-

dellannahmen gehört, dass die Sequenzen korrekt aligniert sind und dass alle Positionen unabḧangig

voneinander nach den in der Analyse angenommenen Substitutionsraten ohne Selektion evoluiert sind.

Unter diesen starken Annahmen mag als selbstverständlich erscheinen, dass der wahre Baum gefun-

den wird. Man beachte aber, dass z.B. der maximal-parsimonische Baum im Gegensatz zum ML-Baum

nicht konsistent ist.

Beweisskizze zur Konsistenz des ML-Scḧatzers: Wir gehen der Einfachheit halber davon aus, dass

Insertionen und Deletionen keine Rolle spielen, so dass das Alignment der Sequenzen keine Gaps enthält.

Seienx1, . . . , xm die verschiedenen Typen von Spalten, die in dem Alignment vorkommen können, und

seienn1, . . . , nm die Anzahlen der jeweiligen Spaltentypen in den vorliegenden DatenD. Die Likelihood

eines BaumesT ist dann

L(T ) = Pr(D | T ) =
m∏

i=1

Pr(xi | T )ni

Wie so oft bevorzugen wir die logartihmische Darstellung:

lnL(T ) =
m∑

i=1

ni ln Pr(xi | T )

Die Grundidee des Beweises ist, dass die WahrscheinlichkeitenPr(xi | T ) für den Baum charakteri-

stisch sind und sich in den relativen HäufigkeitenR1, . . . , Rm der Spaltentypenx1, . . . , xm in den Daten

widerspiegeln. Indem wir obige Gleichung durch die Sequenzlängen teilen, erhalten wir

1

n
lnL(T ) =

m∑

i=1

Ri ln Pr(xi | T )

Da der Logarithmus monoton ist, wirdL(T ) für den selben Baum maximal wie1n lnL(T ). Seienp1, . . . , pm

die für den wahren Baum geltenden Wahrscheinlichkeiten der Spaltentypen. Wenn die Sequenzen hin-

reichend lang sind, gilt mit beliebig hoher WahrscheinlichkeitRi = pi ± ε für beliebig kleinesε. Mit

Pr(xi | T ) =: qi gilt also

1

n
lnL(T )

n→∞−→
m∑

i=1

pi ln qi
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Für den wahren BaumT ∗ gilt 1
n lnL(T )

n→∞−→ ∑m
i=1 pi ln pi. Für p 6= p gilt

m∑

i=1

pi ln qi <
m∑

i=1

pi ln pi.

Das folgt n̈amlich mit
m∑

i=1

pi ln pi −
m∑

i=1

pi ln qi =
m∑

i=1

pi ln
pi

qi
> 0,

daraus, dass die relative Entropie ungleicher Verteilungen positiv ist, siehe Anhang A.5.

Also gilt für hinreichend lange Sequenzen mit beliebig hoher WahrscheinlichkeitL(T ∗) > L(T ) für

jeden BaumT , dessen Spaltentypenwahrscheinlichkeiten sich von denen des wahrenBaumes unterschei-

den. Es bleibt noch zu zeigen, dass ein falscher Baum nicht die selben Spaltentypenwahrscheinlichkeiten

haben kann wie der richtige. Das letzteres gelten muss, kann man sich aber miteinem Umweg̈uber das

Neighbor-Joining-Theorem klar machen, siehe Abschnitt 4.3.6.

4.3.5 Maximum Parsimony aus probabilistischer Sicht

Wenn wir von einem probabilistischen Modell ausgehen unds(a, b) = − log Pa→b(1) setzen, so k̈onnen

wir die Wertes(a, b) als Scores f̈ur gewichtete Parsimonie benutzen. Dann ist der Score eines Baumes

eine Approximation f̈ur die Likelihood des Baums für den Fall, dass alle Kanten die Länge 1 haben.

Es ist selbst f̈ur diesen recht unplausibel erscheinenden Fall nur eine Approximation, da nur die wahr-

scheinlichste M̈oglichkeit der Belegung der inneren Kanten berücksichtigt wird. (̈Ahnlich wie bei Viterbi

nur der wahrscheinlichste Pfad berücksichtigt wird statt einer gewichteten Summe aller Pfade.) Wie wir

zuvor gesehen haben, kann Parsimonie daher in die Irre laufen, wennes sehr lange Kanten im wahren

Baum gibt. Ist dies nicht der Fall, kann Parsimonie recht gute Ergebnisseliefern, und zwar vergleichs-

weise schnell, da nichẗuber die Kantenl̈angen maximiert wird.

4.3.6 Maximum Likelihood und Pairwise Distances

Gegeben ein reversibles Sequenzevolutionsmodell mit bekannten Parametern ist die ML-DistanzdML
xy

zwischen Sequenzx = (x1, x2, . . . , xn) und Sequenzy = (y1, . . . , yn):

dML
xy = arg max

t
{Πiπxi

· Pxi→yi
(t)}

= arg max
t

{ΠiPxi→yi
(t)}

Zum Beispiel im Jukes-Cantor-Modell erhalten wir im Falle vonk Mismatches:

ΠiPxi→yi
(t) =

(
1

4
(1 − e−tα)

)k (1

4
(1 + 3e−tα)

)n−k

Indem wir davon mit den̈ublichen Mittel das Extremum suchen, erhalten wir:

dML
xy = − 1

4α
· ln
(

1 − 4k

3n

)
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Der ML-Scḧatzer ist konsistent, d.h. im Limes sehr langer Sequenzen konvergiertdML gegen die wahre

Distanz. Dann kann mit Neighbour Joining der wahre Baum gefunden werden. Im Limes sehr langer

Sequenzen konvergiert auch der ML-Baum gegen den wahren Baum.Wenn es von der Rechenzeit her

möglich ist, sollte man den ML-Baum bevorzugen, da dieser für weniger lange Sequenzen zuverlässiger

ist.

4.4 Modelle der DNA-Sequenzevolution in kontinuierlicher Zeit

SeiPa→b(t) die Wahrscheinlichkeit, dass eina ∈ A nach Zeit (bzw. Kantenlänge)t zu einemb geworden

ist und sei

S(t) :=




PA→A(t) PA→C(t) PA→G(t) PA→T (t)

PC→A(t) PC→C(t) PC→G(t) PC→T (t)

PG→A(t) PG→C(t) PG→G(t) PG→T (t)

PT→A(t) PT→C(t) PT→G(t) PT→T (t)




Die Zeilen summieren sich zu 1 auf.

Für sehr kleineε > 0 ist Px→x(ε) nahe bei 1 und es gibt eine MatrixR, die sogenannteRatenma-

trix (manchmal auchQ-Matrix genannt), so dass giltS(ε) ≈ (I + R · ε), wobeiI die Einheitsmatrix

bezeichnet:

I =




1 0 · · · 0

0 1
. ..

...
...

. .. . .. 0

0 · · · 0 1




Damit ergibt sichS(t + ε) = S(t) · S(ε) ≈ S(t)(I + Rε) = S(t) + S(t)Rε und damit

lim
ε→0

S(t + ε) − S(t)

ε
= S(t)R

S(t)R ist also so etwas wie die Ableitung des Prozesses. Man beachte, dass die Zeilensummen 0 sind.

In der Diagonalen der Matrix stehen die mit negativem Vorzeichen versehenen Erwartungswerte für

die Zeit, die man im jeweiligen Zustand bleibt. Dieübrigen Eintr̈age sind die Mutationsraten für die

jeweiligen Substitutionen.

Das Jukes-Cantor-Modell für DNA-Sequenzen hat die Ratenmatrix




−3
4α 1

4α 1
4α 1

4α
1
4α −3

4α 1
4α 1

4α
1
4α 1

4α −3
4α 1

4α
1
4α 1

4α 1
4α −3

4α




.

Das Modell F81 von Felsenstein (1981) berücksichtigt die m̈oglicherweise ungleichen Basenhäufigkeiten
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(πA, πC , πG, πT ). Die entsprechende Ratenmatrix ist:



−α + απA απC απG απT

απA −α + απC απG απT

απA απC −α + απG απT

απA απC απG −α + απT




.

Das HKY-Modell (Hasegawa, Kishino, Yano, 1985) berücksichtigt zus̈atzlich, dass Transitionen im All-

gemeinen ḧaufiger sind als Transversionen durch Verwendung eines zusätzlichen Parametersβ. Die Ra-

tenmatrix ist

Q :=




−απG − β(πC + πT ) βπC απG βπT

βπA −απT − β(πA + πG) βπG απT

απA βπC −απA − β(πC + πT ) βπT

βπA απC βπG −απC − β(πA + πG)




.

(πA, πC , πG, πT ) ist diestationäre Verteilung (oder auchGleichgewichtsverteilung) für diese Raten-

matrix, das heißt es gilt:

(πA, πC , πG, πT ) · Q = (0, 0, 0, 0)

Daraus folgt insbesondere: Falls(πA, πC , πG, πT ) die Basenḧaufigkeiten der Ursequenz sind, bleiben

diese Ḧaufigkeiten in Erwartung erhalten, wenn die Sequenz gemäß HKY evolviert. Es gilt also:

(πA, πC , πG, πT ) · S(t) = (πA, πC , πG, πT )

Diese Stationariẗat gilt ebenso f̈ur das F81-Modell.

4.4.1 Verweildauer in einem Zustand

Wie lange bleibt man bei einem durch eine Ratenmatrix beschriebenen Markoff’schen Evolutionsmodell

in einem Zustand, bevor man in einen anderen mutiert? Wir betrachten zunächst den Fall mit diskreten

Zeitschritten. Angenommen man ist in einem Zustand, von dem man innerhalb einer Generation mit

Wahrscheinlichkeitp wegmutiert. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, in derk-ten Generation den Zustand

erstmalig zu verlassen, offensichtlich(1 − p)k−1 · p.

Allgemein heißt eine ZufallsvariableX mit Werten in{1, 2, . . .} geometrisch verteilt wenn, gilt

Ws(X = k) = (1 − p)k−1 · p.

Es gilt dann

EX =
∞∑

k=1

k · (1 − p)k−1 · p =
1

p

Das kann man leicht nachrechnen (falls man glaubt, dassEX existiert und endlich ist):

EX =
∞∑

k=0

(k + 1) · (1 − p)k · p
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=
∞∑

k=1

k · (1 − p)k · p +
∞∑

k=0

·(1 − p)k · p

= (1 − p) · EX + p · 1

p

⇒ EX =
1

p

Die geometrische Verteilung ist im folgenden Sinne gedächtnislos:

Ws(X = k + n | X > k) = Ws(X = n)

Diese Eigenschaft charakterisiert die geometrische Verteilung unter allenWahrscheinlichkeitsverteilun-

gen auf den natürlichen Zahlen. (Man kann die geometrische Verteilung allerdings auch auf {0, 1, 2, . . .}
definieren; das findet man auch oft in der Literatur.)

Das kontinuierliche Analogon zur geometrischen Verteilung ist dieExponentialverteilung: Eine

ZufallsvariableY heißtexponentialverteilt auf [0,∞), falls gilt:

Ws(Y > z) = e−λz

Das heißt:

Ws(Y ∈ [a, b]) = e−λb − e−λa

Es gilt dann:

EY =

∫ ∞

0
zλe−λz =

1

λ

Für kleinep und großek gilt

(1 − p)k ≈ e−pk.

Die Exponentialverteilung kann also zur Approximation der geometrischen Veteilung verwendet werden.

Auch die Exponentialverteilung ist durch ihre Gedächtnislosigkeit charakterisiert:

Ws(Y > x + z|Y > x) = Ws(Y > z)

Bei Substitutionsmodellen mit kontinuierlicher Zeit bleibt man exponentiell lange ineinem Zustand.

Zum Beispiel bei HKY bleibt man inA exponentiell lange mit Erwartungswert1/(απG + β(πC + πT ))

und entscheidet sich beim Wegsprung mit WahrscheinlichkeitenβπC · c, απG · c undβπT · c (mit c =

1/(απG + β(πC + πT ))) für C,G, bzw.T.

4.4.2 Berechnung vonS(t) ausR

Wie man aus der Ratenmatrix diëUbergangsmatrix f̈ur eine feste Zeit berechnet,überlegen wir uns

zun̈achst wieder f̈urs zeitdiskrete Analogon:S(n) berechnet man, wie wir bereits im Zusammenhang

mit PAM-Matrizen gesehen hatten, für n ∈ S(n) ausS(1) durch Potenzieren:

S(n) = S(1)n
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Das macht man effizient, indem manS(1) zun̈achst diagonalisiert, das heißt man sucht eine Matrix

U und eine DiagonalmatrixD, so dass giltS(1) = U · D · U−1. In D stehen in der Diagonalen die

Eigenwerte vonS(1) (und sonst nur Nullen), d.h. die Werteµ, so dass ein Vektorv mit Dv = µv

existiert. Ein solcher Vektor heißt Eigenvektor.D beschreibt geometrisch gesehen dieselbe Abbildung

wieS(1), aber ausgehend von einer Basis des Vektorraums, die aus Eigenvektoren der Abbildung besteht.

(Das sollte bei Bedarf mit Hilfe eines Lehrbuchsüber Lineare Algebra nachgearbeitet werden!) Es gilt

dannS(n) = UDU−1 · UDU−1 · UDU−1 · · ·UDU−1 = UDnU−1. Diagonalmatrizen sind leicht zu

potenzieren. F̈ur

D =




µ1 0 . . . 0

0 µ2
.. .

...
...

. . . .. . 0

0 . . . 0 µm




gilt:

Dn =




µn
1 0 . . . 0

0 µn
2

.. .
...

...
. . . .. . 0

0 . . . 0 µn
m




.

Im kontinuierlichen Fall verḧalt es sicḧahnlich. F̈ur t ∈ [0,∞) gilt S(t) = U · T t · U−1 mit

T t =




eλ1t 0 . . . 0

0 eλ2t . ..
...

...
. .. . .. 0

0 . . . 0 eλmt




,

wobeiλ1, λ2, . . . , λm die Eigenwerte vonR sind (mitm = 4 bei DNA undm = 20 bei Proteinen). Das

kann man sich folgendermaßen klar machen: Für sehr kleineε > 0 gilt

S(t) = S(ε)t/ε ≈ (I + R · ε)t/ε = Uε · Dt/ε
ε · U−1

ε .

Dabei istDε eine Diagonalmatrix, die als Diagonaleinträge die Eigenwerteµi vonI + ε ·R entḧalt, d.h.

für die zugeḧorigen rechten Eigenvektorenvi gilt (I+ε·R)·vi = µi ·vi, und damitR·vi = µi−1
ε ·vi. Also

ist λi := µi−1
ε ein Eigenwert vonR (sofernµi 6= 1). Wir können die Diagonaleinträge vonDt/ε

ε also als

(ελi + 1)t/ε schreiben, und das konvergiert gegeneλit für ε → 0, denn bekanntlich geht(1 + ε)1/ε für

ε → 0 gegene.

Mit einer ähnlichen Argumentation̈uberzeugt man sich davon, dass die Spalten der in der Formel

S(t) = UT tU−1 auftretenden MatrixU die rechten Eigenvektoren der RatenmatrixR sind: Wir erhalten

U als Limes f̈ur ε → 0 der MatrixUε aus der Gleichung(I +R ·ε)t/ε = Uε ·Dt/ε
ε ·U−1

ε . Die Spalten von

Uε sind Eigenvektorenvi der MatrixI +εR. Wie wir im vorherigen Absatz nebenbei bemerken konnten,

sind dievi damit auch Eigenvektoren vonR und daran̈andert sich nichts, wennε gegen 0 geht (wenn

wir von µi 6= 1 ausgehen).
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Der Fall, dass ein Eigenwert vonI + εR für ε → 0 gegen 1 konvergiert, korrespondiert mit einer

station̈aren Verteilung des Prozesses, die dann linker Eigevektor zum Eigenwert 1 ist. Der dazugeḧorige

rechte Eigenvektor tritt dann ebenfalls inU auf und der dazugehörige Diagonaleintrag inT t ist e0 = 1.

4.4.3 Ein Modell, in dem man ohne Eigenvektoren rechnen kann

Das F84-Modell (Felsenstein, 1984) ist dem HKY-Modell sehrähnlich. Man kann es aber gut auch ohne

Ratenmatrix beschreiben. Jede Position der DNA-Sequenz hat eine Abstammungslinie, in die mit Rate

λ “Kreuzchen” und mit Rateµ “Kringel” eingestreut werden. Beide bewirken, dass die Position ihren

Basentyp “vergisst”. Bei den Kringeln bleibt aber die Information erhalten, ob es sich um ein Purin oder

ein Pyrimidin handelte. Bei Kreuzchen wird die neue Base gemäß der Verteilung(πA, πC , πG, πT ) gezo-

gen, bei Kringeln gem̈aß(πA/(πA +πG), πG/(πA +πG)) bzw. gem̈aß(πC/(πC +πT ), πT /(πC +πT )).

Letzteres entspricht also den Wahrscheinlichkeiten der Basentypen bedingt auf die Information, ob es

sich um ein Purin oder Pyrimidin handelt. Man beachte, dass weder ein Kreuzchen noch ein Kringel eine

Substitution im eigentlichen Sinne bedeuten muss. Wie man sich leichtüberlegen oder nachrechen kann,

hat eine Position, die erst von einem Kreuzchen und dann von einem Kringel getroffen wird, unabḧangig

von ihrer Urbase die stationäre Wahrscheinlichkeitsverteilung(πA, πC , πG, πT ), so als ẅare sie nur von

einem Kreuzchen getroffen worden. Wir können nun diëUbergangswahrscheinlichkeiten leicht herlei-

ten. So ist etwaPA→C(t) das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit, dass die Position in der Zeit bist von

mindestens einem Kreuzchen getroffen wurde, und der Wahrscheinlichkeit, dass beim letzten Kreuzchen

oder Kringel einC eingef̈ugt wurde. Da die Zeit bis zum ersten Kreuzchen exponentialverteilt mit Ra-

te λ ist und die Verteilung einer Position, die von mindestens einem Kreuzchen getroffen wurde, der

station̈aren Verteilung entspricht, folgt:

PA→C(t) =
(
1 − e−λt

)
· πC

Zur Berechnung vonPA→G(t) müssen wir zwei M̈oglichkeiten in Betracht ziehen: Entweder die Position

wurde von mindestens einem Kreuzchen getroffen oder von keinem Kreuzchen und von mindestens

einem Kringel. Wir erhalten damit:

PA→G(t) =
(
1 − e−λt

)
· πG + e−λt

(
1 − e−µt

)
· πG/(πA + πG)

Wir brauchen also die Ratenmatrix eigentlich nicht, um dieÜbergangswahrscheinlichkeiten zu berech-

nen. Aber es ist auch nicht schwer, auf die Ratenmatrix zu kommen:



−λ(1 − πA) − µπG

πA+πG
λπC λπG + µπG

πA+πG
λπT

λπA −λ(1 − πC) − µπT

πC+πT
λπG λπT + µπT

πC+πT

λπA + µπA

πA+πG
λπC −λ(1 − πG) − µπA

πA+πG
λπT

λπA λπC + µπC

πC+πT
λπG −λ(1 − πT ) − µπC

πC+πT




4.4.4 Konvergenz in die station̈are Verteilung

SeiX = (X1, X2, . . .) bzw. (Xt)t∈R≤0
eine Markoff-Kette mit endlichem ZustandsraumZ undÜber-

gangswahrscheinlichkeitenPx→y(t) für t ∈ N bzw. t ∈ R≥0.
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Die ÜbergangsdynamikP heißt irreduzibel , falls ∀x,y∈Z∃t : Px→y(t) > 0. Im Fall diskreter

Zeit heißtP periodisch, falls ein z ∈ Z und eink > 1 existieren mitPz→z(n) für alle n ∈ N \
{k, 2k, 3k, . . .}, falls also der Zustand nur zu gewissen periodisch wiederkehrenden Zeiten besucht wer-

den kann. Sonst heißtP aperiodisch.

Wichtig zu wissen ist, dass jede aperiodische irreduzibleÜbergangsdynamikP auf einem endlichen

ZustandsraumZ genau eine stationäre Verteilung(πz)z∈Z besitzt und gegen dieses Gleichgewicht kon-

vergiert, das heißt:

∀x,z lim
t→∞

Px→z(t) = πz

Zum Beispiel konvergieren die Evolutionsdynamiken in den Modellen F81, F84 und HKY gegen ihr

Gleichgewicht(πA, πC , πG, πT ).

Wir wollen obigen Konvergenzsatz nicht in allen technischen Details beweisen. Wir wollen aber mit

einem stochastischen Argument verstehen, wieso jede aperiodische irreduzible Kette auf einem endli-

chen Zustandsraum gegen eine stationäre Verteilung (deren Existenz wir mal voraussetzen) konvergieren

muss. Das Argument beruht auf dem Koppeln zweier Prozesse: Wir betrachten zwei Markoff-Ketten

X1, X2, X3, . . . und Y1, Y2, Y3, . . ., die beide derselben irreduziblen aperiodischenÜbergangsdynamik

Px→y folgen.X1 sei gem̈aß der station̈aren Verteilung geẅahlt. Damit ist bereits klar, dassXi für jedesi

gem̈aß der station̈aren Verteilung verteilt ist.Y1 sei beliebig verteilt. Wir wollen zeigen, dassY gegen die

station̈are Verteilung(πz)z konvergiert. Dazu stellen wir zusätzliche Forderungen an das Verhalten von

X, ohne die obigen Annahmen zu verletzen. Wir lassen nämlichX unabḧangig vonY gem̈aß derÜber-

gangsdynamik unabhängig vonY laufen, bis sich die beiden Ketten zum ersten Mal treffen. Ab dann

lassen wirX immer dasselbe machen wieY , was offensichtlich obigen Annahmen nicht widerspricht,

in Formeln:

Xi = Yi ⇒ ∀j>iXj := Yj

Es seiqj die Wahrscheinlichkeit, dass sichX undY im j-ten Schritt noch nicht getroffen haben. Dann

gilt |Ws(Yj = z)−πz| = |Ws(Yj = z)−Ws(Xj = z)| = |Ws(Yj = z, Xj = Yj)+Ws(Yj = z, Xj 6=
Yj)−Ws(Xj = z, Xj = Yj)−Ws(Xj = z, Xj 6= Yj)| = |Ws(Yj = z, Xj 6= Yj)−Ws(Xj = z, Xj 6=
Yj)| ≤ max{Ws(Yj = z, Xj 6= Yj) , Ws(Xj = z, Xj 6= Yj)} ≤ qj . Um zu zeigen, dassY gegen

die station̈are Verteilung konvergiert, genügt es also zu zeigen, dassqj gegen 0 konvergiert. Wegen der

Irreduzibilität besuchtX jeden Zustandz beliebig oft. Bei jeder der dazwischenliegenden Exkursionen

hatX eine gewisse positive Mindestwahrscheinlichkeit,Y zu treffen, bevor es wieder inz ist. Also fällt

qj exponentiell inj. Man beachte, dass hier die Irreduzibilität und die Aperiodiziẗat eingehen: Ẅare

Px→y reduzibel, k̈onnten inX undY in zwei verschiedenen Teilmengen des Zustandsraums gefangen

sein. Ẅare dieÜbergangskette periodisch, könnten sichX undY ebenfalls ausweichen. So könnte der

Zustandsraum in zwei Teilmengen unterteilt sein, und für gerade bzw. ungeradej ist X in einer der

beiden Teilmengen undY in der jeweils anderen. �

Wir werden es fast nur mit irreduziblen, aperiodischen Markoff-Kettenzu tun haben.

Eine Markoff’scheÜbergangsdynamikP mit station̈arer Verteilung(πz)z∈Z heißtreversibel, falls
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gilt

∀z,y∈Z : πz · Pz→y(t) = πy · Py→z(t)

Anschaulich bedeutet das, dass unter der Voraussetzung, dass derProzess im Gleichgewicht startet, nicht

zu unterscheiden ist, ob der Prozess vorwärts oder r̈uckwärts l̈auft (im Sinne eines Films, den man sich

rückwärts ansieht). Die obige Gleichung wird auch als “detaillierte Balance-Gleichung” bezeichnet. Man

mache sich klar, dass aus ihr insbesondere folgt, dass(πz)z∈Z station̈are Verteilung f̈ur dieÜbergangs-

dynamikP ist.

Die Evolutionsdynamiken, die durch Jukes-Cantor, F81, F84, HKY sowiePAM-Matrizen beschrie-

ben werden, sind reversibel.

Hier ein Beispiel f̈ur einen nicht reversiblen Prozess: SeiPA→A(1) = PA→C(1) = PC→C(1) =

PC→G(1) = PG→G(1) = PG→T (1) = PT→T (1) = PT→A(1) = 0.5 und alle anderen̈Ubergangswahr-

scheinlichkeiten dementsprechend 0. Für diese Kette ist(1
4 , 1

4 , 1
4 , 1

4) die station̈are Verteilung, gegen die

der Prozess auch konvergiert, denn er ist irreduzibel und aperiodisch. Der Prozess ist aber offensichtlich

nicht reversibel.

Wenn wir von einem reversiblen Evolutionsmodell ohne molekulare Uhr ausgehen, ḧangt die Like-

lihood eines Baumes nicht von der Position der Wurzel ab. Wie bei parsimonischen Verfahren sollte dann

also nur der ungewurzelte Baum ausgegeben werden. Wenn wir nämlich auf einer Kante die Wurzelr

mit Abstands bzw. t zu den beiden Knoten einfügen (vorausgesetzt die Kante hat Gesamtlänges + t),

dann erhalten wir f̈ur die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Knoten in den Zuständenx undy befinden,

unter Voraussetzung der Reversibilität:
∑

z

πz · Pz→x(s) · Pz→y(t) =
∑

z

πx · Px→z(s) · Pz→y(t)

= πx · Px→y(s + t)

= πy · Py→x(s + t)

Die Wahrscheinlichkeit ḧangt also nur von der L̈ange der Kante ab und nicht davon, wo wir die Wurzel

genau einf̈ugen. Ebenso kann man sich auchüberlegen, dass es egal ist, auf welcher Kante man eine

Wurzel einf̈ugt.

4.4.5 DNA-Substitutionsmodelle imÜberblick

Nun folt ein Überblick über die Mutatiosraten der meistbenutzten DNA-Substitutionsmodelle. Bei den

ersten beiden ist exemplarisch auch die Ratenmatrix angegeben.

BeimJukes-Cantor-Modell (JC) wird der Nukleotidtyp nicht ber̈ucksichtigt:

von\ nach A C G T

A — α α α

C α — α α

G α α — α

T α α α —




−3α α α α

α −3α α α

α α −3α α

α α α −3α




.
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Bei Kimuras 2-Parameter-Modell (K2) wird ber̈ucksichtigt, dass Transitionen häufiger vorkommen als

Transversionen.

von\ nach A C G T

A — α β α

C α — α β

G β α — α

T α β α —




−2α − β α β α

α −2α − β α β

β α −2α − β α

α β α −2α − β




.

Felsenstein (1981)(F81)ber̈ucksichtigt die m̈oglicherweise ungleichen Basenhäufigkeiten(πA, πC , πG, πT ).
von\ nach A C G T

A — απC απG απT

C απA — απG απT

G απA απC — απT

T απA απC απG —

Im Modell vonHasegawa, Kishino und Yano (HKY)sind sowohl die Basenhäufigkeiten als auch der

Unterschied zwischen Transitions- und Transversionshäufigkeiten ber̈ucksichtigt.
von\ nach A C G T

A — απC βπG απT

C απA — απG βπT

G βπA απC — απT

T απA βπC απG —

Felsenstein (1984)(F84)ber̈ucksichtigt ebenfalls Basenhäufigkeiten und Unterschiede zwischen Transverions-

und Transitionsrate. Außerdem benötigt man bei F84 keine Matrizenrechnug zur Berechnung derÜber-

gangswahrscheinlichkeiten.
von\ nach A C G T

A — λπC λπG + µπG

πA+πG
λπT

C λπA — λπG λπT + µπT

πC+πT

G λπA + µπA

πA+πG
λπC — λπT

T λπA λπC + µπC

πC+πT
λπG —

Im Allgemeines Zeit-reversibles Modell (GTR)werden weitere Unterschiede zwischen den Mutations-

raten zwischen den einzelnen Nukletidtypen berücksichtigt.
von\ nach A C G T

A — απC βπG γπT

C απA — δπG ǫπT

G βπA δπC — ηπT

T γπA ǫπC ηπG —

Bei den Modellen F81, F84, HKY und GTR(πA, πC , πG, πT ) ist station̈are Verteilung, bei JC und K2

(1
4 , 1

4 , 1
4 , 1

4). Jedes dieser Modelle ist reversibel.
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4.4.6 Positionsabḧangige Mutationraten

Die bisher beschriebenen Substitutionsmodelle kann man um die Möglichkeit erweitern, dass sich die

verschiedenen Positionen in ihren Mutationsraten unterscheiden. Wenn man modellieren will, dass es

verschiedene Regionen gibt, die unterschiedlich schnell evoluieren, ohne dass die Grenzen dieser Ab-

schnitte im vorhinein bekannt sind, sind hidden-Markoff-Modelle ein geeigneter Ansatz. In diesem Ab-

schnitt geht es aber um den Fall, dass sich die Mutationraten bei benachbarten Positionen ebenso un-

terscheiden k̈onnen wie bei entfernten. Der Ansatz ist hier, dass es für jede Positioni des Sequenzali-

gnments einen Faktorri gibt, so dassRi = ri · Q die Substitutionsratenmatrix für Positioni ist. Dabei

ist die MatrixQ, durch die zum Beispiel definiert ist, um welchen Faktor sich die Raten für Transitionen

und Transversionen unterscheiden, für alle Positionen gleich. Man könnter1, . . . , rn als zus̈atzliche Pa-

rameter auffassen, wobein die Sequenzlänge ist. Das ẅaren dann allerdings in der Regel so viele, dass

eine Scḧatzung aller Mutationsparameter aus den Daten nicht mehr sinnvoll möglich wäre. Praktikabel

ist hingegen, davon auszugehen, dassr1, . . . , rn zufällige Faktoren sind, die unabhängig voneinander aus

einer gemeinsamen Verteilung kommen. Es genügt dann ein Parameterα, mit dem man festlegen kann,

wie stark dieri variieren sollen. Um die gemeinsame Verteilung derri zu modellieren, ist die Fami-

lie der Gammaverteilungen gut geeignet, deren Dichten je nach Wahl des sogenannten Formparameters

(engl.shape) α ganz unterschiedliche Formen annehmen kann, wie die folgende Abbildungzeigt, und

damit in recht vielen F̈allen die Ratenheterogenität gut ann̈ahern kann.

0.
0

0.
4

0.
8

1.
2

Dichte der Gamma−Verteilung

shape=10
shape=2
shape=1

Eigentlich hat die Familie der Gammaverteilungen noch einen zweiten Parameter, den sogenann-

ten Skalenparameterβ. Wie der Name andeutet, kann man diesen als konstanten Faktor auffassen. Er

legt also fest, wo in der vorherigen Abbildung auf derx-Achse die 1 liegt. Das ist im hier diskutierten

Kontext nicht relevant, denn wir können die Skala festlegen, indem wir die Einträge der MatrixQ oder

die Kantenl̈angen des Stammbaums mit einer Konstante multiplizieren. In der obigen Abbildungwurde

β = 1/α verwendet, so dass jede der drei Verteilungen, deren Dichten in der Abbildung gezeigt werden,

Erwartungwert 1 hat. Allgemein hat die Gammverteilung mit Formparameterα und Skalenparameterβ
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Erwartungswertα · β und Varianzα · β2.

Die Dichte der Gammaverteilung mit Formparameterα und Skalenparameterβ an der Stellex ∈
[0,∞] ist

gα,β(x) :=
xα−1 · e−x/β

βα · Γ(α)
,

wobei Γ die Gammafunktion mitΓ(a) =
∫∞
0 xa−1 · e−xdx bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit, dass

eine so verteilte Zufallvariable einen Wert zwischenu undv annimmt (mit0 ≤ u ≤ v), ist also

1

βα · Γ(α)

∫ v

u
xα−1 · e−x/βdx.

Wir gehen im Folgenden vonβ = 1/α aus und verwenden die Dichtegα := gα, 1/α.

Wie berechnen wir in diesem Modell die Likelihood eines Baumes bzw. eines Baumes und eines

bestimmten Werts für α, falls dieser Parameter nicht als bekannt vorausgesetzt wird? Wieüblich, ist

die Likelihood des Baumes (bzw. des Baumes und des Werts für α) die Wahrscheinlichkeit der Daten

unter Annahme des Baumes und des Werts für α, und diese Wahrscheinlichkeit ist das Produkt der

entsprechenden Wahrscheinlichkeiten aller Positioneni. Mit Felsensteins Pruning-Algorithmus können

wir die Wahrscheinlichkeit der DatenDi an Positioni ermitteln, wenn wir die RatenmatrixRi = ri · Q
kennen. DaQ als gegeben vorausgesetzt ist (oder bestimmte Werte für Q eingesetzt werden, um deren

Likelihood zu berechnen), können wir mit Felsenstein-Pruning zumindest die auf einen festen Wertx für

ri bedingte WahrscheinlichkeitPr(Di | ri = x) der DatenDi berechnen. Um daraus die nicht-bedingte

Wahrscheinlichkeit zu ermitteln, m̈ussten wir f̈ur x sämtliche Werte zwischen0 und∞ einsetzen und die

entsprechend bedingten Wahrscheinlichkeiten aufintegrieren, die dabei jeweils mit der zuri geḧorigen

Wahrscheinlichkeitsdichtegα(x) an der Stellex zu gewichten sind:

Pr(Di) =

∫ ∞

0
Pr(Di | ri = x) · gα(x) dx.

Dieses Integral k̈onnen wir nicht exakt berechnen, daher nähern wir es an, indem wir für einige Werte

xj = x1, x2, . . . , xk jeweils mit Felsenstein-PruningPr(Di | ri = xj) berechnen und dann das Integral

durch eine gewichtete Summe approximieren:

Pr(Di) =

∫ ∞

0
Pr(Di | ri = x) · gα(x) dx ≈

k∑

j=1

wj · Pr(Di | ri = xj).

Es gibt mehrere M̈oglichkeiten, die Punktexj und dazu passende Gewichtewj zu wählen und somit die

Gammaverteilung zu diskretisieren. Häufig wird die Methode von Yang (1994) verwendet. Dazu wird

das Intervall[0,∞] zun̈achst ink Abschnitte gleicher Wahrscheinlichkeit aufgeteilt. Für jeden solchen

Abschnitt[a, b] muss also
∫ b
a gα(x)dx = 1/k gelten. Anschaulich bedeutet das, dass die Fläche unter der

Dichte-Kurve der Gamma-Verteilung ink gleich große Sẗucke unterteilt wird, hier f̈ur k = 5:
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Der Wertxj ist dann der Erwartungswert einer Gamma-verteilten Zufallsvariablen, diedarauf bedingt

ist, in denj-ten Abschnitt zu fallen. Anschaulich entspricht dies dem Schwerpunktdas zugeḧorigen

Flächensẗucks auf diex-Achse. Alle Gewichtewj werden dann auf1/k gesetzt. In folgender Abbildung

ist dies f̈ur den Fallk = 5 dargestellt:
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Man kann das Modell auch gleich so formulieren, dass für die Faktorenri nur jeweils die Werte

x1, . . . , xk zulässig sind, und zwar jeweils mit uniformer a-proiori-Wahrscheinlichkeitsverteilung. Mit

dem Parameterα kann man dann steuern, ob eher die kleinenxj-Werte oder eher die mittlerenxj-Werte

nahe beieinander liegen.

Als Erweiterung des Modells mit gammaverteilten Raten kann man noch zulassen,dass sich jede Po-

sition mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit dafür entscheidet, invariant zu sein. An diesen Positionen

sind dann keine Mutationen erlaubt.
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4.4.7 Modellwahl

Angesichts der oben dargestellten Fülle an Modellen f̈ur die Evolution von DNA-Sequenzen stellt sich

die Frage, welches Modell verwendet werden sollte, z.B. wenn aus gegebenen Sequenzdaten ein Stamm-

baum gescḧatzt werden soll.

Wie gut ein ModellM zu einem DatensatzD passt, kann man daran messen, wie hoch dieLD(M) =

WsM (D) oder auch die log-Likelihoodlog(LD(M)) wird, wenn die Modellparamter optimal an die

Daten angepasst werden. Allerdings kann man diese (log-)Likelihood immersteigern, indem man die

Modelle komplexer macht, also mehr Parameter hinzunimmt. Je größer die Anzahld der Parameter des

ModellsM , desto gr̈oßer das Risiko einer̈Uberanpassung (engl. Overfitting). In diesem Fall werden die

vielen Parameter benutzt, um das Modell auch an geringe Zufallsschwankungen in den Daten anzupas-

sen. Wendet man das Modell dann auf neue Daten an, die aus der selbenVerteilung kommen wie die

urspr̈unglichen “Trainingsdaten”, so passt das Modell weniger gut als ein einfacheres Modell, das nur

die wesentlichen Parameter enthält.

Akaike (1974) zeigt, dass bei bestimmten Modellen, die auf normalverteilten Zufallsvariablen basie-

ren, der Fehler, den man macht, wenn man ein Modell mitd Parametern auf einen Datensatz anpasst und

dann auf einen vergleichbaren Datensatzübertr̈agt, ungef̈ahr Akaike-Informationskriterium entspricht:

AIC = −2 log LD(M) + 2d

Man wählt dann das Modell, bei dem AIC minimal wird.

Ein anderer Ansatz führt zum Bayes-Informations-Kriterium

BIC = −2 log LD(M) + d log n.

Dabei istn die Anzahl der unabḧangigen Messungen. Der Bayessche Ansatz setzt dabei voraus, dass alle

Modelle a priori gleich wahrscheinlich sind. Diea posterioriWahrscheinlichkeit des ModellsM ist

Ws(M | D) =
Ws(M, D)

Ws(D)
=

Ws(D | M) · Ws(M)

Ws(D)

Unter gewissen Annahmen gilt dann:

log
Ws(M1 | D)

Ws(M2 | D)
≈ (2 log LD(M1) − d1 log n) − (2 log LD(M2) − d2 log n)

AIC bestraft also jeden neuen Parameter mit 2 und BIC mitlog n, was in der Regel größer als 2 ist. Also

bevorzugt BIC im Vergleich zu AIC die einfacheren Modelle.

Wenn ein ModellM1 ein Spezialfall vonM2 ist, so dass manM1 ausM2 erḧalt, indem man be-

stimmte Parameter auf gewisse Werte festlegt, sagt manM1 sei eingebettet (engl. nested) inM2. In ge-

wissem Sinne wird dannM2 mindestens genauso gut auf die Daten passen wieM1, denn allgemein gilt

WsM1(D) ≤ WsM2(D). In den meisten F̈allen gilt LD(M1) = WsM1(D) < WsM2(D) = LD(M2).

Die Frage ist dann obLD(M2) signifikanthöher ist alsLD(M2). Dies kann man entscheiden, indem

man als Teststatistik den log-Likelihoodquotienten betrachtet.

LD(M2)

LD(M1)
(mitLD(M) := WsM (D))
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Dieser ist unter der Nullhypothese, dass ModellM1 zutrifft, und die Erḧohung der Likelihood in

M2 nur auf Zufallsschwankungen zurückzuf̈uhren ist, in den meisten Fällen asymptotischχ2-verteilt

(sprich: chi-quadrat) mitd = d2 − d1 Freiheitsgraden, wobeidi die Anzahl der Parameter im ModellMi

bezeichnet. “Asymptotisch” heißt hier, dass es um den Grenzwert sehrvieler unabḧangiger Messungen

geht, in unserem Fall also um sehr lange Sequenzen. In symbolischer Schreibweise:

LM1

(
log

LD(M2)

LD(M1)

)
∼ χ2

♯{zus̈atzliche Parameter}

Die χ2-Verteilung mitd Freiheitsgraden besitzt die Dichte

x
d
2
−1e−

x
2

2
d
2 · Γ

(
d
2

) .

Folgende Abbildung zeigt die Dichte derχ2-Verteilung mitd = 3 Freiheitsgraden.
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Man kann eine mitd Freiheitsgradenχ2-verteilte Zufallsvariable simulieren, indem mand unabḧangi-

ge standardnormalverteilte Zufallsvariablen quadriert und aufaddiert. Anders formuliert: IstV ein d-

dimensionaler standardnormalverteilter Zufallsvektor, so ist||V ||2 =< V, V >, also das Quadrat seiner

Länge,χ2-verteilt mitd Freiheitsgraden.

Um zu beurteilen, wie signifikant der log-Likelihoodquotient für M2 spricht, muss man also ermit-

teln wie unwahrscheinlich es ist, dass eineχ2-verteilte Zufallsvariable mit der passenden Anzahl an

Freiheitgraden einen mindestens so hohen Wert annimmt. Das kann man entweder durch numerische

Berechnung tun, etwa indem man einen Befehl in einem Softwarepaket wieR (www.r-project.org )

aufruft, oder indem man in einer Tabelle nachschaut, siehe z.B:

http://de.wikibooks.org/wiki/Mathematik: Statistik: Tabelle der Chi-Quadrat-Verteilung

Wenn die G̈ultigkeit derχ2-Asymptotik zweifelhaft ist, z.B. wenn die Sequenzen nicht sehr lang sind,

kann man sich mit Simulationsstudien behelfen. Dazu simuliert man mehrere Datensätze gem̈aßM1,

passt die Modelle an diese Daten an undüberpr̈uft wie häufig es vorkommt, dass der log-Likelihoodquotient

bei den simulierten Daten (mindestens) so hoch ist wie bei den Originaldaten.
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Durch die Likelihoodquotiententests (LRTs) kann man zwei Modelle nur dann direkt vergleichen,

wenn eines davon in das andere eingebettet ist. Um zwischen mehreren Modellen zu entscheiden, kann

man mit einem davon beginnen und sukzessive einzelne Parameter hinzunehmen oder weglassen, je

nachdem LRT Signifikanz anzeigt. Auf diese Weise kann man sich etwa bei der Wahl eines Substituti-

onsmodells durch folgenden Graphen bewegen:

JC

K2

GTR

F81

HKY

F84

Das Ergebnis ḧangt dann allerdings davon ab, mit welchem Modell man beginnt und welcheZwi-

schenschritte man zulässt. Man sollte sich außerdem klar machen, dass der Signifikanzbegriffbei dieser

Vorgehensweise leicht zweckentfremdet und möglicherweisëuberstrapaziert wird. Wenn ein statistischer

Test keine Signifikanz ergibt, kann die die Nullhypothese zunächst nicht verworfen werden. Daraus folgt

jedoch nicht, dass die Nullhypothese, in unserem Fall also das eingebetteteModell, gültig oder allgemein

zu bevorzugen ist.

Die Modellwahl sollte unter anderem folgende Punkte berücksichtigen:

• Die Komplexiẗat und Eigenschaften des zu modellierenden Systems

• Die Größe und die Qualität des zur Verf̈ugung stehenden Datensatzes

• Die Fragestellung

Der letzte Punkt, die Fragestellung, wird weder von AIC oder BIC noch von LRT ber̈ucksichtigt.

Wer den Aufwand einer sorgfältigen Analyse nicht scheut, kann zur Modellwahl Simulationsstudien

durchf̈uhren. Stehen mehrere ModelleM1, M2, . . . , Mk zur Auswahl und ist̂θi jeweils die aufMi basie-

rende Scḧatzung, z.B. der geschätzte Stammbaum, so kann manähnlich wie beim Bootstrap untersuchen,

wie gravierend die Fehler ẅaren, die man machen würde, wenn̂θi tats̈achlich der gesuchten Wahrheit

entspr̈ache und man die Analyse auf das ModellMj stützen ẅurde. Dabei sollte man auch den Falli = j

einbeziehen. Es ist durchaus möglich, dass bei Daten, die gemäß einem ModellMi erzeugt wurden, ein

anderes ModellMj in der Analyse bessere Ergebnisse liefert alsMi selbst. Das kann etwa dann der Fall

sein, wennMj in Mi eingebettet ist und die wahren Parameterwerte so liegen, dassMj fast gilt. Ein

Beispiel: Angenommen DNA-Sequenzdaten entsprechen dem HKY-Modellund die theoretischen Ba-

senwahrscheinlichkeiten(πA, πC , πG, πT ) liegen alle sehr nahe bei 1/4. Dann ist es wahrscheinlich, dass

phylogenetische Analysen, die auf dem Kimura-2-Parametermodell (K2) beruhen, bessere Ergebnisse

liefern, als solche, die auf HKY basieren.

4.5 Die Markoffketten-Monte-Carlo-Methode (MCMC)

SeiD ein Datensatz vonn Sequenzen der L̈angem. Wenn wir auf der MengeT der in Frage kommenden

m-blättrigen Bin̈arb̈aume mit Astl̈angen eine a-priori-Wahrscheinlichkeitsverteilung(P (T ))T∈T defi-

nieren (z.B.: alle B̈aume bis zu einer gewissen Gesamtastlänge sind gleichwahrscheinlich, der Rest hat
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Wahrscheinlichkeit 0), dann können wir die a-posteriori-Verteilung betrachten:

Ws(T |D) =
Ws(T ∩ D)

Ws(D)
=

Ws(D|T ) · P (T )

Ws(D)

Mit diesem Bayes’schen Ansatz bekommen die Bäume nicht nur eine Likelihood sondern eine Wahr-

scheinlichkeit. In der Wahl der a-priori-Wahrscheinlichkeit steckt einegewisse Beliebigkeit. Dafür können

wir jetzt nicht nur den wahrscheinlichsten Baum ausgeben (analog zum ML-Baum beim klassischen An-

satz), sondern wir k̈onnen uns eine Menge m̈oglicher (man k̈onnte auch sagen für die beobachteten Daten

typischer) B̈aume betrachten, indem wir uns zufällige Bäume gem̈aß der Wahrscheinlichkeitsverteilung

Ws(T |D) erzeugen. Wie ist das effizient machbar, wenigstens approximativ? EineSchwierigkeit, die bei

Betrachtung der obigen Formeln auffällt, ist, dass die Konstante

Ws(D) =

∫

T∈T
Ws(D ∩ T )dT

schwierig zu berechnen ist. Vielleicht kann man das aber umgehen!?

Abhilfe schafft der Metropolis-Hastings-Algorithmus, mit dem man approximativ aus Verteilungen

samplen kann, die nur bis auf eine Konstante bekannt sind. Der Metropolis-Hastings-Algorithmus ist

eine Markoffketten-Monte-Carlo-Methode.

Markoffketten-Monte-Carlo-Methoden (MCMC): Um eine Verteilung(πz)z∈Z zu simulieren, kon-

struiere eine aperiodische irreduzible Markoff-Kette mitÜbergangsmatrix(Px→y)xy, die (πz) als stati-

onäre Verteilung hat. Starte einen Prozess mit dieserÜbergangsdynamik, lass ihn lange genug laufen und

gib dann nach einer gewissen Anzahl Schritten dasZ ∈ Z aus, in dem er sich gerade befindet. Da der

Prozess gegen die stationäre Verteilung konvergiert, gilt

Ws(Z = z) ≈ πz.

Da man in der Regel nicht wissen kann, wie gut der Startpunkt der Kette gewählt ist, l̈asst man die

Kette zun̈achst sehr lange laufen (“burn in”), bis man einen Wert ausgibt, von dem man dann annimmt,

dass seine Verteilung hinreichend nahe am Gleichgewicht ist. Dann kann man gleich mehrere Werte

ausgeben. Da man allerdings in der Regel (annähernd) stochastisch unabhängige Realisierungen aus der

Gleichgewichtsverteilung haben möchte, sollte man auch zwischen den einzelnen Ausgaben hinreichend

viele Schritte abwarten. Wieviele Schritte man warten sollte, ist eine schwierige Frage. Man kann zwar

theoretisch bestimmen, wie schnell die Markoff-Kette konvergiert, praktisch ist das aber sehr schwierig.

Letztlich muss man die Ergebnisse von MCMC-Verfahren einer strengen Analyse unterziehen, um etwa

nach stochastischen Abhängigkeiten zu fahnden.

4.5.1 Metropolis-Hastings-Algorithmus

Der Metropolis-Hastings-Algorithmus ist eine Möglichkeit, einen Prozess zu konstruieren, der gegen

(πz)z∈Z konvergiert: Zun̈achst ben̈otigt man dazu irgendeine irreduzibleÜbergangsverteilungQx→y auf
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Z und lasse sie Vorschläge machen (“proposal step”). Wenn wir uns gerade inx befinden und “Q”

schl̈agt vor (genauer gesagt ein Zufallsgenerator für Q), nachy zu gehen, dann akzeptiere das mit Wahr-

scheinlichkeit

min

{
1 ,

πy

πx
· Qy→x

Qx→y

}
.

Andernfalls bleibe einen weiteren Schritt inx (“rejection step”). Zun̈achst f̈allt auf, dass die zu simu-

lierende Verteilung nur als Quotientπy/πx eingeht. Daher muss sie nur bis auf einen konstanten Faktor

bekannt sein, denn der Faktor kürzt sich ohnehin heraus. Wir erhalten somit eineÜbergangsdynamik

P , die irreduzibel ist, daQ irreduzibel ist. Da man gelegentlich mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit

bleibt, wo man ist, wirdP selbst dann aperiodisch sein, wennQ periodisch ist. Wir̈uberlegen uns jetzt

noch das Wesentliche, nämlich dass(πz)z∈Z station̈are Verteilung f̈ur P ist. Wir zeigen sogar, dass es

sich um ein reversibles Gleichgewicht handelt (“detaillierte Balance”). Sei oBdA πxQx→y ≥ πyQy→x.

Dann gilt:

Py→x = Qy→x

und

Px→y = Qx→y ·
πy

πx
· Qy→x

Qx→y
=

πy

πx
· Qy→x.

Also gilt πxPx→y = πyPy→x und damit ist(πz)z∈Z reversibles Gleichgewicht für P undP konvergiert

gegen diese Verteilung. �.

Wir haben nicht viel̈uber die “proposal chain”Q (auch “reference chain”, “Referenzkette”) voraus-

gesetzt. Wie schnellP letztlich konvergiert, ḧangt aber selbstverständlich von der Wahl vonQ ab. Die

Kunst ist, einQ zu finden, dessen Vorschläge m̈oglichst oft akzeptiert werden und das gleichzeitig “gut

mischt”, d.h. es ẅare nachteilig, wenn esx, y ∈ Z gäbe, so dassQ höchstwahrscheinlich extrem viele

Schritte br̈auchte, um vonx nachy zu gelangen.

4.5.2 MCMC und simulated Annealing

MCMC-Methoden und speziell der Metropolis-Hastigs-Algorithmus sind demSimulated-Annealing-

Ansatz sehr̈ahnlich. Der wesentliche Unterschied ist, dass man bei Simulated Annealing nicht aus

einer Verteilung samplen will, sondern eine Funktion optimieren will, was also etwader Suche nach

dem wahrscheinlichsten Element der Zustandsmenge entspricht. Daher verringert man beim Simulated

Annealing nach und nach die Akzeptanzwahrscheinlichkeit für Schritte, die den zu optmierenden Funk-

tionswert (z.B. die Wahrscheinlichkeit) verkleinern. Beim MCMC-Sampling muss man die Akzeptanz-

Wahrscheinlichkeit sorgfältiger ẅahlen als beim Simulated Annealing. Es genügt nicht, am Ende immer

in Richtung des Optimums zu laufen; man muss sich jederzeit gemäß einerÜbergangsdynamik bewegen,

die gegen die Zielverteilung konvergiert.

4.5.3 B̈aume samplen nach Mau, Newton und Larget

Mau, Newton und Larget (1996) schlagen für einen Metropolis-Hastings-Verfahren zum Samplen von

Bäumen f̈ur gegebene Sequenzdaten unter Annahme der molekularen Uhr folgende ReferenzketteQ vor:
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Als aktueller Zustand sei ein gewurzelter Baum gegeben, z.B. folgender:
51 2 3 4 6

,

Zunächst wird der Baum in jedem Knoten rein zufällig gedreht, d.h. per M̈unzwurf wird entschieden

welcher der beiden herauswachsenden Teilbäume als linker und als rechter anzusehen ist. Der Baum wird

so in die Ebene gemalt, dass jeder Knoten horizontal gesehen zwischen den dar̈uberliegenden Teilb̈aumen

liegt:
562134

Dann brauchen wir die Kanten gar nicht einzuzeichnen. Aus der Lage der inneren Knoten einschließ-

lich der Wurzel k̈onnten wir den Baum komplett rekonstruieren:
562134

Nun verschieben wir die inneren Knoten und die Wurzel jeweils um einen kleinen zuf̈alligen Betrag:
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562134

Wenn wir jetzt die Kanten f̈ur die neue Lage der Knoten einzeichnen, erhalten wir einen Baum, bei

dem sich auch die Topologie geändert haben kann:
562134

Das ist der Baum, denQ vorschl̈agt. Entsprechend dem Metropolis-Hastigs-Algorithmus kann die-

ser nun in Abḧangigkeit von seiner a-posteriori-Wahrscheinlichkeit und der des ursprünglichen Baumes

sowie von den̈Ubergangswahrscheinlichkeiten der Referenzkette akzeptiert oder verworfen werden.

4.6 Bootstrap

Ziel von Bootstrap-Methoden ist es, abzuschätzen, wie zuverlässig eine Scḧatzung ist. Die Anwendung in

der Phylogeniescḧatzung ẅare also, eine Idee davon zu bekommen, auf welche Kanten eines geschätzen

Baumes man sich mehr verlassen kann, und auf welche weniger. Wir beginnen mit einem Beispiel aus

der klassischen Populationsgenetik:

Beispiel: Gem̈aß Hardy-Weinberg gibt es in einer diploiden panmiktischen Population im Gleichge-

wicht bei zwei selektiv neutralen Allelen N und M die Genotypen MM, MN undNN in den relativen

Häufigkeiten(1 − θ)2, 2θ(1 − θ) undθ2, wobeiθ die relative Ḧaufigkeit von N ist.

In einer Stichprobe aus der Population werden folgende Häufigkeiten gefunden:

MM MN NN Gesamt

342 500 187 1029

X Y Z

Der ML-Scḧatzer f̈ur θ ist θ̂ = 2Z+Y
2(X+Y +Z) ≈ 0.4247 (Übung!). Dabei beachte man, dass das Tripel
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multinomialverteilt ist:

Wsθ(X = x, Y = y, Z = z) =

(
1029

x! · y! · z!

)
(1 − θ)2x(2θ(1 − θ))yθ2z

Wie zuverl̈assig ist der Scḧatzerθ̂?

Angenommen,̂θ wäre der wahre Parameterwert und jemand würde eine neue Stichprobe vom Um-

fang 1029 ziehen und den Parameter schätzen. Seiθ∗ das Ergebnis. Wie weit ist dannθ∗ von θ̂ entfernt?

Dem Bootstrap-Gedanken liegt die Idee zu Grunde, dassθ∗ in Verteilung vonθ̂ ungef̈ahr so weit weg ist

wie θ̂ vom wahren Wertθ, dass also die Verteilungen vonθ∗ − θ̂ und θ̂ − θ einander sehr̈ahnlich sind.

Das ist zumindest dann plausibel, wennθ̂ nicht ganz danebenliegt. Wir simulieren obiges Gedankenex-

periment 1000 mal und erhalten die simulierten Schätzwerteθ1, θ2, . . . , θ1000. Aus diesen scḧatzen wir

die Standardabweichung von̂θ:

sbθ ≈

√∑
i(θ

∗
i − θ̂)2

1000

Das Beispiel ist Rice (1995) entnommen. Das dort erhaltene Ergebnis istsbθ ≈ 0,011

Wir sind in diesem Beispiel nach demparametrischen Bootstrapvorgegangen, d.h. wir haben unse-

rer Simulation eineVerteilungsannahmezu Grunde gelegt und für den ben̈otigten Parameter den Schätz-

wert eingesetzt.

Beimnichtparametrischen Bootstrapverzichtet man auf eine Verteilungsannahme und greift direkt

auf die beobachteten Daten zu. Man erzeugt sich nämlich eine simulierte Stichprobe, indem man aus den

Originaldaten mit Zur̈ucklegen zieht. Auch hierzu ein einfaches

Beispiel: Aus einer Fischpopulation werdenn Individuen gezogen. Deri-te Fisch der Stichprobe ist

li cm lang und wiegtgi Gramm. Seîl cm die durchschnittliche L̈ange und̂g Gramm das durchschnitt-

liche Gewicht der Fische in der Stichprobe. Wie gut kann man das durchschittliche Gewichtḡ und die

durchschnittliche L̈angēl der Fische in der gesamten Population durchĝ und l̂ scḧatzen?

Um diese Genauigkeit zu schätzen, simulieren wir das Ziehen aus der Population, indem wir aus

unserer Stichproben-mal mit Zur̈uklegen ziehen, d.h. einige Fische werden doppelt ausgewählt, andere

gar nicht. Die empirische Verteilung der Gewichte und Längen der Fische in der Stichprobe soll also die

entsprechende Verteilung der Fische in der Population approximieren. Seieng∗ undl∗ die Durchschnitts-

werte in der mit Zur̈ucklegen gezogenen “Bootstrap”-Stichprobe. Wir wiederholen diesenVorgang sehr

oft, z.B. 1000×, und schauen uns jeweils die Differenzĝ−g∗ bzw. l̂− l∗ zwischen den Scḧatzwerten und

den Boostrap-Scḧatzwerten an. Wir gehen dann davon aus, dass die Differenzg − ĝ bzw. l − l̂ ähnliche

Werte annimmt.

Bootstrap in der Phylogenie-Scḧatzung anzuwenden, um die Ergebnisse eines Baum-Schätzverfah-

rens zu berurteilen, schlägt Felsenstein (1985) vor. Um einen simulierten Datensatz zu bauen, ziehe man

aus denn homologen Sequenzen der Längem jeweilsm Positionen (also Spalten des Alignments) mit

Zurücklegen. Auf den so zusammengesetzten Datensatz wende man das Baumschätzverfahren an. Das
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wiederhole man ganz oft, z.B. 1000 mal, und beschrifte jede Kante des aus den Orginaldaten geschätz-

ten Baumes mit der relativen Anzahl der Bootstrap-Bäume, die diese Kante auch haben (im Sinne eines

Splits der Blatt-Menge).

Die Interpretation der Felsenstein’schen Bootstrap-Werte ist nicht ganzunumstritten. Hillis und Bull

(1993) stellen fest, dass die Bootstrap-Bäume schlechter sind als der aus den Orginaldaten geschätzte

Baum und ziehen daraus den Schluss, dass die Bootstrap-Werte kleinersind als die Wahrscheinlichkeiten,

dass die Kanten stimmen. Efron, Halloran, Holmes (1996) stellen klar, dass inder Tat beim Bootstrappen

im allgemeinenWs(θ∗ = θ) < Ws(θ̂ = θ) gilt, dass aberWs(θ∗ = θ̂) ≈ Ws(θ̂ = θ) gilt, dass also

der Unterschied zwischen den gebootstrapten und dem ursprünglich gescḧatzten Baum Aufschluß gibt

über den Unterschied zwischen dem geschätzten und dem wahren Baum. Sie schlagen vor, abermals

Bootstrap anzuwenden, um die Genauigkeit der ersten Bootstrap-Methode zu scḧatzen.

4.7 Modelle der Sequenz-Evolution mit Insertionen und Deletionen

4.7.1 TKF91

Den vielen Substitutionsmodellen stehen nur wenige Sequenz-Evolutionsmodelle gegen̈uber, die Inser-

tionen und Deletionen berücksichtigen. Das erste solche Modell ist das TKF91-Modell von Thorne,

Kishino und Felsenstein (1991). Wie wir sehen werden, führt es zu einer Hidden-Markov-Struktur auf

den Alignments und ist daher mit effizienten Alignment-Algorithmen verträglich.

Jede Position wird deletiert mit einer Rateµ und zwischen je 2 Positionen und am Anfang und Ende

der Sequenz werden mit Rateλ einzelne neue Positionen eingefügt. Existierende Positionen evolvieren

unabḧangig voneinander gem̈aß einem der einschlägigen Substitutionsmodelle, etwa HKY. Liegt eine

Sequenz der L̈angeN vor, so kann jede derN Positionen gel̈oscht werden und es kann anN + 1

Stellen etwas eingefügt werden. Damit daraus kein Ungleichgewicht erwächst, was bedeuten würde,

dass die Sequenzen immer länger ẅurden, istλ < µ vorausgesetzt. Wir erhalten damit ein reversibles

Gleichgewicht auf der Sequenzlänge: Seiπn die Wahrscheinlichkeit, dass die Sequenz die Längen hat.

Damit (πn)n reversibles Gleichgewicht ist, mussπn · λ · (n + 1) = πn+1 · µ · (n + 1) gelten. L̈ost man

diese Rekursion, so folgt wegen
∑

n≥0 πn = 1:

πn =

(
λ

µ

)n

·
(

1 − λ

µ

)

Die Sequenzl̈ange im Gleichgewicht ist also geometrisch verteilt und ihr Erwartungswertist
∑∞

n=1 n ·(
λ
µ

)n (
1 − λ

µ

)
= λ

µ−λ . Im TKF91-Modell wird davon ausgegangen, dass die Länge der Ursequenz

zufällig ist und gem̈aß der station̈aren Verteilung verteilt.

Wegen der Reversibilität des TKF91-Modells k̈onnen wir bei zwei zu alignierenden Sequenzen oBdA

davon ausgehen, dass eine der beiden die Urseqenz der anderen ist.

Wie kommt man nun von dem Insertions-Deletions-Prozess zum Alignment? Angenommen man

weiß genau, wie der Prozess abgelaufen ist. Kann man dann ein Alignment hinschreiben?

Betrachten wir folgende Realisierung des Prozesses als Beispiel (B steht f̈ur eine vorhandene oder

eingef̈ugte “Base”, ein Kreuzchen für eine Deletion):

92



Zeit

B B B B B B B

B
B

B

B

B

B

B

B B B B B B B B B B

X

X

X

X

Das dazugeḧorige Alignment wird so notiert:

_BBBB____B_BB

B_BB_BBBBBB_B

Eigentlich k̈onnte man es genauso gut auch so notieren:

_BBBB____BB_B

B_BB_BBBBB_BB

Um jedoch die Notation (man könnte auch sagen die Abbildung von den Evolutionsgeschichten auf

die Alignments) eindeutig zu definieren, wird im TKF91-Modell folgende Konvention verwendet: jede

eingef̈ugte Base wird als “Kind” des linken Nachbarn aufgefasst und mölichst nahe an diesem notiert.

(Insertionen am Sequenzanfang sind Kinder einer unsichtbaren unsterblichen Position.) Folgendes Bild

zeigt die Stammb̈aume, die sich damit ergeben:

Zeit

B B B B B B B

B B B B B B B B B B

X

X

X

X

Diese Konvention kl̈art nicht nur die Abbildung von den Evolutionsgeschichten auf die Alignments

und stattet damit die Alignments mit Wahrscheinlichkeiten aus, sie sorgt auch dafür, dass die Alignments

eine HMM-Struktur erhalten. Zunächst k̈onnen wir das Alignment in Blöcke aufteilen. An jeder Position

der Ursequenz beginnt ein solcher und umfasst deren “Nachkommenschaft”:
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B B B B

B B B B B B B

X

X

X

B

BB

X

B

B

B_

__ _ _

_

__

_

Die Blöcke sind voneinander stochstisch unabhängig. Wenn ein neuer Block beginnt, stellt sich

zun̈achst die Frage, ob die Urpositionüberlebt. Das tut sie offensichtlich mit Wahrscheinlichkeite−µt.

Wenn die Urposition mindestens einenüberlebenden Nachkommen hat (einschließlich ihrer selbst), ist

die Anzahl derüberlebenden Nachkommen geometrisch verteilt. Das kann man sich folgendermaßen

klar machen: Dass es mindestens einen Nachkommen gibt, istäquivalent dazu, dass es einen gibt, der

unter allen Nachkommen am weitesten links steht. Wo könnten dann weitere Nachkommen herauswach-

sen? Nur aus der Abstammungslinie des am weitesten links stehenden, also der gestrichelten Linie im

linken Teil des folgenden Bildes:
B ___B _ B _ _

_ _B B B_ B B B

0

t

???

???

???

???

???

???

??? ???

???

Setzt man die Teilstücke dieser Abstammungslinie zusammen, so erhält man ein Intevall[0, t]. Falls

daraus wieder mindestens einüberlebender Nachkomme entspringt, so betrachte man wieder den linke-

sten davon und mache sich klar, dass alles weitere nur aus dessen Abstammungslinie herauswachsen kann

(der gestrichelten Linie im mittleren Teil des obigen Bildes). Auch diese Abstammungslinie entspricht

dem Intervall[0, t]. Wenn daraus wieder mindestens ein Nachkommeüberlebt, ist man wieder in der

selben Situation, und so weiter. Daher hängt die Anzahl der noch dazukommendenüberlebenden Nach-

kommen, also der Gap-Extensions in der Ursequenz, nicht davon ab, wievieleüberlebende Nachkommen

bzw. Gap-Positionen in der Ursequenz wir schon gesehen haben. Dasist aber gerade die Gedächtnislo-

sigkeit, die die geometrische Verteilung eindeutig charakterisiert. Auch Markoff-Ketten bleiben jeweils

geometrisch lange in einem Zustand. Zusammen mit der stochastischen Unabhängigkeit der einzelnen

Blöcke des TKF91-Modells folgt die Markoff-Eigenschaft der Alignmentsdes TKF91-Modells.

Das heißt: Falls man ein Alignment gemäß dem TKF91-Modell simulieren will, braucht man nicht

den Insertions-Deletions-Prozess im Rechner ablaufen zu lassen, umdann daraus das Alignment zu

extrahieren. Man kann stattdessen auch gleich eine Markoff-Kette auf dem abgebildeten Graphen um-
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herspringen lassen. DiëUbergangswahrscheinlichkeiten hängen dabei vonλ, µ undt ab. Wenn es nur um

zwei Sequenzen geht, kann man die Mutationsraten stets so skalieren, dass t = 1 gilt. Entscheidender als

die Möglichkeit, Sequenzpaare effizient zu simulieren, ist natürlich, dass wir f̈ur das Alignment-Problem

und alles, was damit zusammenhängt, die in Abschnitt 2 beschriebenen effizienten HMM-Algorithmen

verwenden k̈onnen. So k̈onnen wir etwa auch Maximum-Likelihood-Methoden einsetzen, um aus einem

Paar unalignierter Sequenzenλ, µ und Substitutionsraten zu schätzen.

Details der Berechnung derÜbergangswahrscheinlich-

Start EndeB
B

B
_

_
B keiten f̈ur das TKF91-Modell findet man in Thorne, Kishi-

no, Felsenstein (1991) und Metzler, Fleißner, Wakolbinger,

von Haeseler (2001). Wir beschränken uns hier auf eine

vereinfachte Variante des TKF91-Modells, bei derλ = µ

gilt. Damit gibt es dann aufN0 keine Gleichgewichtsver-

teilung mehr f̈ur die Sequenzlänge. Theoretisch operieren

die Mutationen auf unendlich langen Sequenzen, und wir gehen davon aus, dass die zu alignierenden Se-

quenzen aus diesen langen Sequenzen herausgeschnitten wurden und dass die Positionen, die links und

rechts der zu alignierenden Sequenzen liegen, jeweils in allen Sequenzenhomolog sind. Daher benöti-

gen wir in diesem Modell keinen Start- und keinen End-Zustand. Stattdessen gehen wir davon aus, dass

wir jeweils in einem ZustandB
B, der nichts in die beobachteten Daten emittiert, beginnen und enden.

Dass dieses Modell in einem geeigneten Sinne reversibel ist, wird in Metzler, Fleißner, Wakolbinger,

von Haeseler (2005) gezeigt.

Ein Vorteil des vereinfachten Modells ist, dass sich dieÜbergangswahrscheinlichkeiten leichter be-

rechnen lassen. Wir gehen im Folgenden vont = 1 aus. Mit den selben Argumenten wie oben gilt auch

im vereinfachten TKF91-Modell, dass die AnzahlX der zur Zeitt = 1 überlebenden Nachkommen

(ggf. einschließlich der Position selbst) einer Ursequenz-Position geometrisch verteilt ist, sofern darauf

bedingt wird, dass mindestens ein Nachkommeüberlebt. Also gibt es eine Wahrscheinlichkeitp mit

Pr(X = k | X > 0) = (1 − p)k−1 · p und E(X |X > 0) = 1/p. Die Rate f̈ur das Hinzukommen

von Positionen diesselbe ist wie die Rate für das Verschwinden von Positionen, bleibt die erwartete An-

zahl an Nachkommen konstant. Also giltEX = 1. Wenn eine Position̈uberlebt oder mindestens einen

überlebenden Nachkommen hat, so ist der Erwartungswert für die Anzahl an Linien, die bis zum Zeit-

punkt t = 1 aus der entsprechenden Abstammungslinie nach rechts herauswachsen, gleich der Rateλ.

Da jede der herauswachsenden Linien im Mittel einenüberlebenden Nachkommen zur Zeit 1 hat, folgt

E(X |X > 0) = 1 + λ und somitp = 1/(1 + λ). Aus

1 = EX = Pr(X > 0) · E(X|X > 0) + Pr(X = 0) · E(X|X = 0)

= Pr(X > 0) · (1 + λ) + Pr(X = 0) · 0

folgt Pr(X > 0) = 1/(λ + 1).

Für die Berechnung der̈Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Zuständen
B
, B und B

B
folgen

nun zwei Beispiele. Bedingt darauf, dass der aktuelle ZustandB

B
ist, ist die Wahrscheinlichkeit, dass der
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nächste Zustand
B

ist, also dass die Position einen weiteren Nachkommen hat,

P ( B

B
→

B
) = 1 − p = 1 − 1

1 + λ
=

λ

1 + λ
.

Das EreignisX > 0 kann dadurch zustandekommen, dass die Urpositionüberlebt oder dadurch, dass

sie stribt und einen̈uberlebenden Nachkommen hat. Also gilte−λ + (1− e−λ) ·Pr( B →
B
) = Pr(X >

0) = 1/(λ + 1) und somit

Pr( B →
B
) =

1 − e−λ(1 + λ)

(1 − e−λ)(1 + λ)
.

Die Berechnung der̈ubrigenÜbergangswahrscheinlichkeiten wird den Leserinnen und Lesern als

Übungüberlassen.

4.7.2 TKF92

Eine Schẅache des TKF91-Modells ist, dass nur Insertionen und Deletionen einzelner Positionen zu-

gelassen sind. Das erscheint biologisch unrealistisch. Eine Weiterentwicklung ist das TKF92-Modell

(Thorne, Kishino, Felsenstein, 1992). Es erlaubt auch Insertionen und Deletionen l̈angerer Fragmente

und stattet ebenso wie das TKF91-Modell die Alignments mit einer HMM-Struktur aus. Der Unterschied

zu TKF91 ist lediglich, dass nicht einzelne Positionen eingefügt und herausgenommen werden, sondern

Fragmente, die geometrisch lang sind. Die Wahrscheinlichkeit eines Fragments, Längen zu haben, ist

alsorn−1(1−r), wobeir ein zus̈atzlicher Modellparameter ist. Die Fragmentierung bleibt erhalten, d. h.

Fragmente k̈onnen nur einzeln und als Ganzes deletiert werden und neue Fragmente können nur zwi-

schen anderen Fragmenten eingefügt werden. Die Ursequenz ist bereits auf unbeobachtbare Art zufällig

in Fragmente geometrisch verteilter Länge unterteilt. Wenn ein Fragment der Ursequenz mindestens

einenüberlebenden Nachkommen zur Zeitt hat, dann ist die Anzahl der Fragmente, die vom Urfrag-

ment abstammen und zur Zeitt noch leben, geometrisch verteilt, denn bei TKF92 verhalten sich die

Fragmente so wie die Positionen bei TKF91. Jedes Fragment enthält geometrisch viele Positionen (mit

einem anderen Parameter als die geometrisch verteilte Anzahl der Fragmente). Damit ist die Anzahl der

überlebenden Positionen in dem Block wieder geometrisch verteilt. Allgemein giltnämlich, dass geome-

trisch lange Summen identisch unabhängig geometrisch verteilter Zufallsvariablen wieder geometrisch

verteilt sind. Davon kann man sich leichtüberzeugen: Sei dazu(1 − p)n−1 die Wahrscheinlichkeit eines

Fragments, L̈angen zu haben und seiR(p) eine Prozedur, die nach Eingabe vonp mit Wahrscheinlich-

keit p eine 1 und sonst eine 0 liefert. Dann können wir die GesamtlängeN derÜberlebenden Fragmente,

bedingt aufN > 1, mit folgender Prozedur simulieren:

N := 0

Repeat

Repeat

N := N + 1

until R(p) = 1

until R(1 − r) = 1
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Ausgabe N

Dieses Programm ist offensichtlichäquivalent zu folgendem:

N := 0

Repeat

N := N + 1

until R(1 − r) · R(p) = 1

Ausgabe N

Damit ist klar, dassN mit Wahrscheinlichkeit(1 − p(1 − r))k−1 · p(1 − r) den Wertk annimmt.

Also ist N ebenfalls geometrisch verteilt. Man bleibt also auch beim TKF92-Modell geometrisch lange

im Zustand
B
. Entsprechendes folgt auch für die Zusẗande B

B
und B aus der geometrischen Länge der

Fragmente. Zusammen mit der stochastischen Unabhängigkeit der Bl̈ocke, die wie bei TKF91 auch bei

TKF92 gilt, folgt die Markoff-Eigenschaft der Alignments im TKF92-Modell. Dasselbe gilt auch in einer

vereinfachten Variante des TKF92-Modells mitλ = µ (siehe Metzler 2003). Wir berechnen als Beispiel

eineÜbergangswahrscheinlichkeit. Sei dazuγ die erwartete L̈ange eines Fragments. Dann istPr( B

B
→

B) im vereinfachten TKF92-Modell das Produkt der Wahrscheinlichkeitγ−1, dass das Fragment mit

dem homologen Positionenpaar endet, der Wahrscheinlichkeit, dass dieses Fragment keinen weiteren

überlebenden Nachkommen hat, und der Wahrscheinlichkeit, dass das nachfolgende Fragment deletiert

wurde. Das sich die Fragmente wie Einzelpositionen im vereinfachten TKF91-Modell verhalten, folgt

Pr( B

B
→ B) =

1 − e−λ

γ · (λ + 1)
.

Alle weiterenÜbergangswahrscheinlichkeiten des vereinfachten TKF92-Modells werden den Leser-

innen und Lesern zur̈Ubungüberlassen.

Man beachte, dass diese Eigenschaft dadurch erkauft ist, dass einiges im TKF92-Modell verboten

ist, z.B. folgendes:
Zeit

B B B B B B B B

BBBBB

BBBB

BBB

X X X X

Ob solche Einschränkungen beim Alignieren eines Sequenzpaares von praktischer Bedeutung sind,

wird in Metzler (2003) untersucht.

4.8 Phylogeniescḧatzung aus unalignierten Daten

Multiples Alignment funktioniert, wie wir fr̈uher schon einmal diskutiert haben, gut, wenn man die Phy-

logenie der Sequenzen kennt. Will man aber aus den Sequenzen letztlich einen Baum scḧatzen, steckt
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man in einem Dilemma: Nimmt man zum Alignieren einen vorläufigen Baum an, wie etwa bei Clu-

stalW, kann das Alignment von diesem Baum beeinflusst sein, so dass einedarauf basierende Phyloge-

niescḧatzung in Richtung des vorläufigen Baumes verzerrt ist.

4.8.1 Paarweise ML-Parameterscḧatzung

Einen Ausweg aus diesem Dilemma, der auf dem TKF92-Modell beruht, schlagen Thorne und Kishino

(1992) vor: Gegeben seienn Sequenzens1, s2, . . . , sn. Für jedes Paar(si, sj) seitij die zeitliche Distanz

im wahren Baum. Thorne und Kishino schätzen zun̈achst f̈ur jedes Sequenzenpaar die Parametertijλ,

tijµ, r undtijS, wobeiS die Substitutionsmatrix ist, und konstruieren dann aus den Distanzen, gewichtet

mit den Streuungen der Schätzungen, den Baum mittels eines Distanz-Verfahrens.

Im Detail: Mit einer Kombination aus dem Viterbi-Algorithmus und numerischer Optimierung wer-

den zun̈achst die ML-ScḧatzerŜtij , µ̂tij undr̂ij für jedes Sequenzpaar berechnet. Es seiρij := ŝtij/µ̂tij ,

wobei die mittlere Substitutionsrate ist (gemittelt wirdüber alle Aminos̈auren gem̈aß ihren Ḧaufigkei-

ten). Die wahren Werte für ρ undr sind im ganzen Baum gleich, aber die Schätzungen aus den einzelnen

Sequenzpaaren werden sich zunächst unterscheiden. Als Schätzerρ∗ und r∗ für diese Gr̈oßen werden

daher die Mediane von{ρij | ij} bzw.{r̂ij | ij} verwendet. Anschließend werdenρ∗ undr∗ festgehalten

und in einem zweiten Durchgang werden noch einmal die WerteStij für alle Sequenzpaare geschätzt.

Die Ergebnissedij dieses zweiten Durchgangs sind die Distanzen, die zur Baumschätzung verwendet

werden.

Für jedesdij wird die Varianz der Scḧatzung approximiert. Dies geschieht mit Hilfe der Fisher-

InformationI(dij) = −E ∂2

∂d2
ij

L(dij), also der erwarteten Krümmung der log-Likellihood an der Ma-

ximalstelle. (Die Kr̈ummung ist zuf̈allig, da sie von den Daten abhängt!) Aus der Statistik ist bekannt,

dass der Kehrwert der Fisher-Information die Varianz des ML-Schätzers asymptotisch annähert. Thorne

und Kishino (1992) scḧatzen aus dem Verlauf der Likelihood-Kurve der jeweiligen Distanz die Fisher-

Information und daraus die Varianz des Schätzers. Seiz2
ij die so gewonnene Approximation der Varianz

der Scḧatzungdij . SeiTij die Distanz vonsi undsj im BaumT . Mit einem Algorithmus von Fitch und

Margoliash (1967) wird dann der Baum gesucht, der die Summe der gewichteten quadrierten Differenzen

zwischen den geschätzten Distanzen und denen im Baum

∑

i<j

(dij − Tij)
2

z2
ij

minimiert. Thorne und Kishino schlagen vor, anschließend mit einem “Pseudo-Bootstrap-Verfahren” die

Baumscḧatzung zu beurteilen: Die “Pseudo-Bootstrap-Werte”d∗ij werden dabei aus einer Normalvertei-

lung mit Mittelwertdij und Varianzz2
ij gezogen.

Da das Verfahren von Thorne und Kishino auf paarweisen Distanzen basiert, vernachlässigt es einen

Teil der in den Sequenzen enthaltenen Information.
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4.8.2 Aktuelle Ans̈atze

Es ẅare ẅunschenswert, ausgehend von einem Modell wie TKF92 für gegebene Sequenzen simultan das

multiple Alignment und den Stammbaum schätzen zu k̈onnen.

Ein Problem ist bereits: Wie berechnet man die Likelihood eines Baumes für gegebene unalignierte

Sequenzen? Die Konvention zur Alignment-Notation der TKF-Modelle kann man so auf Multiple Ali-

gnments verallgemeinern, dass eine Multiple-Hidden-Markov-Struktur entsteht. Dazu muss man aller-

dings im Falle des TKF92-Modells fordern, dass die Fragment-Struktur im ganzen Baum erhalten bleibt,

was etwas problematischer ist als wenn es nur um paarweise Alignments geht.Einige Ans̈atze probieren

mehrere Sequenzen für die die inneren Knoten durch. Das Multiple Alignment ergibt sich dann jeweils

aus den paarweisen Alignments längs der Kanten. Dynamische Programmierungüber alle Kanten und

alle denkbaren Alignments der Sequenzen in den Blättern ist im worst case exponentiell in der Anzahl

der Bl̈atter. Außerdem sind die Algorithmen sehr unübersichtlich.

Einige Ans̈atze f̈ur simultanes Alignment und Baumschätzen versuchen es mit MCMC-Sampling

oder simulated Annealing. Dabei werden Baum-Sampling-Verfahren wie das von Mau, Newton und

Larget mit Alignment sampling kombiniert.

Aktuelle Arbeiten, die sich mit dem Problem befassen: Holmes, Bruno (2001), Lunter, Miklós,

Song, Hein (2003), Fleißner, Metzler, von Haeseler (2005), Metzler,Fleißner, Wakolbinger, von Hae-

seler (2005). Wir befassen und nun noch mit einigen Ideen aus diesen Arbeiten.

Um die TKF-Modelle auf den Fall multipler Alignments zu verallgemeinern, ist einevon Lunter et al.

(2003) vorgeschlagene, kompaktere Notation nützlich, bei der paarweise Alignments (ohne Informatio-

nenüber die Nukleotid- bzw. Aminos̈auretypen) durch jeweils eine Zeile dargestellt wird. Wir schreiben
B
B alsH (für homologes Paar),B alsB (für Birth, Geburt) undB alsE (für Ende). F̈ur B

B schreiben wir

nichtEB sondernN (für nicht homolog), denn dadurch werden dieÜbergangswahrscheinlichkeiten stark

vereinfacht, zumindest im TKF91-Modell. Hier ein Beispiel für die Notation:

B B B H B E E HB B NN H B B

Zeit

Stammt eine Positioni einer Sequenz von einer Positionj in der Ursequenz in einer Weise ab, die

durchH oderN dargestellt wird, so bezeichnen wir die Positioni alsErbender Positionj. Ist dann eine

Positionk in einer weiteren Sequenz ein Erbe voni, so istk auch Erbe vonj. Eine Position, die selbst

kein Erbe ist, heißtGründer. Das sind genau die Positionen, die einemB entsprechen. EinTihl (Abk.

für tree-indexed heirs-line, baumindizierte Erbenlinie) ist die Menge aller Positionen in Sequenzen in

verschiedenen Knoten, die Erben desselben Gründers sind.

Wenn nach zwei homologen Positionen im Stammbaum auf verschiedenen Kanten neue Gr̈under

eingef̈ugt werden, diëuberlebende Erben in den Blättern des Baumes haben, so muss geklärt werden,

welche der Positionen im Alignment zuerst (also weiter links) notiert werden. Es wird also eine Verallge-
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meinerung von Thorne, Kishino und Felsensteins Alignmentnotationskonvention ben̈otigt. Dazu werden

die Knoten des Baumes in einer Weise durchnummeriert, so dass jeweils der Vater eines Knotens eine

größere Nummer bekommt, als der Sohn selbst, also z.B. so:
root

1

2

3

6

7

8

9

10
11

17

16

15

13

1412

5

4

Leaf 7
Leaf 8

Leaf 9

Leaf 6Leaf 5Leaf 4

Leaf 3

Leaf 2

Leaf 1

Im Zweifelsfall wird dann das Tihl zuerst notiert, dessen Gründer am Knoten mit der kleineren Num-

mer steht. Im Umkehrschluß bedeutet das aber folgendes, wenn man das Alignment von links nach rechts

liest: Wird an einem Knoten ein Gründer eingef̈ugt, so kann an einem Knoten, der eine kleiere Nummer

hat und bei dem kein Erbe des Gründers steht, im n̈achsten Schritt kein Gründer eingef̈ugt werden. Die-

ser ḧatte n̈amlich vor dem erstgenannten Gründer notiert werden m̈ussen. In diesem Sinne deaktiviert

also ein Tihl solche Knoten. Alle Knoten, an denen Erben des Gründers stehen, werden aktiviert. Tihls

können dann nur an aktiven Knoten eingefügt werden. Folgendes Beispiel zeigt die Aktivierung und De-

aktivierung von Knoten durch einen Tihl. Aktive Knoten sind schwarz, passive Knoten weiß dargestellt.

B

H

H

Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit eines Tihls geht als Faktordie Wahrscheinlichkeit ein,

dass an der entsprechenden Stelle bei keinem der deaktivierten Tihls einGründer eingef̈ugt wird. Beim

(evtl. vereinfachten) TKF91-Modell hängt die Wahrscheinlichkeit eines Tihls nur davon ab, wie das Tihl

zusammengesetzt ist und welche Knoten gerade aktiv sind. Somit erhalten wir ein multiples Hidden-

Markoff-Modell, wobei die versteckte Kette gerade die Abfolge der Mengen aktiver Knoten ist.

Für einen Multiindexk = (k1, . . . , km) ∈ Nm, wobeim die Anzahl der Bl̈atter des Baumes ist, sei

P (k) die Wahrscheinlichkeit, dass das hier beschriebene multiple HMM für jedes Blattbi die dort stehen-

de Sequenz bis zu Positionki emittiert und dann ohne weitere Emission in den Endzustand springt, bzw.

im vereinfachten TKF91-Modell, wo es keinen Endzustand gibt, als nächstes ein Tihl einfügt, das seinen

Gründer in der Wurzel des Baumes hat und alle Kanten mitH beschriftet. Um eine Rekursion für P (k) zu

definieren, die wir dann benutzen können, um mit dynamischer Programmierung die Wahrscheinlichkeit

der emittierten Daten zu berechnen, benötigen wir noch einige weitere Bezeichnungen. Für ein Tihle sei

ve ∈ {0, 1}n ein Vektor, der ani-ter Stelle genau dann eine 1 hat, wenn das Blattbi als Gr̈under oder Er-

be zum Tihle geḧort. p(e) sei die Wahrscheinlichkeit des Tihlse, also die Wahrscheinlichkeit, dass eine
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Position vor dem Gr̈underknoten vone inseriert wird und so wie durche angegeben entlang des Baumes

evoluiert. Dass der Gründerknoten aktiv ist, wird dabei vorausgesetzt.ϑ(e, k) ist die Wahrscheinlichkeit,

dass eine Position, die gemäße evoluiert, in jedem Blattbi, auf dem ein Erbe oder Gründer vone liegt,

die Aminos̈aure bzw. das Nukleotid emittiert, das in der betreffenden Eingabesequenz an Stelleki steht.

q(e) sei die Wahrscheinlichkeit, dass an keinem der Erben-Knoten einB eingef̈ugt wird, wobei wir dar-

auf bedingen, dass alle Erben-Knoten vone aktiv und alle Knoten mit ḧoherer Prioriẗat (also kleinerer

Nummer) passiv sind. Mit diesen Bezeichnungen gilt

P (k) =
∑

e

p(e) · q(e) · PR(k − ve) · ϑ(e, k).

Eine Herleitung dieser Gleichung findet man bei Lunter et al. (2003) und Metzler et al. (2005). Ein

Problem ist dabei, dass für einige Tihlsve = (0, . . . , 0) gelten kann. Daher trittP (k) auch auf der linken

Seite der Gleichung auf und wir m̈ussen die Gleichung nachP (k) auflösen, um eine saubere Rekursion

zu erhalten:

P (k) =
∑

e : ve 6=~0

p(e) · q(e) · P (k − ve) · ϑ(e, k) +
∑

e : ve=~0

p(e) · q(e) · P (k)

⇒

P (k) =

∑
e : ve 6=~0 p(e) · q(e) · P (k − ve) · ϑ(e, k)

1 −∑e : ve=~0 p(e) · q(e)
Lunter et al. (2003) verwenden eine etwas andere Rekursion, bei der jeweils mehrere Tihls gemein-

sam behandelt werden, wodurch der Rechenaufwand bei der dynamischen Programmierung vermindert

wird. Dennoch ḧangt der Rechenaufwand exponentiell von der Anzahl der Blätter des Baumes ab.

Beim (evtl. vereinfachten) TKF92-Modell sind die Abhängigkeiten komplizierter. Dort ist in den

Zusẗanden der versteckten Kette nicht nur die Information enthalten, welche Knoten aktiv sind, sondern

auch f̈ur jeden Knoten ob an der linken Nachbarposition eine Deletion oder Insertion erfolgt war. Damit

werden nicht nur die Formeln komplizierter, sondern auch die Berechnungen aufẅandiger. Praktisch

stößt dann die dynamische Programmierung bereits bei vierblättrigen B̈aumen an ihre Grenzen.

Die Hoffnung liegt nun auf Verfahren, bei denen mit den hier beschriebenen Methoden jeweils die

Alignments von Sequenztripeln schrittweise verbessert werden. Außerdem wird versucht, ein Bayes-

sches Phylogenie-Sampling-Verfahren wie das von Mau und Newton so zu erg̈anzen, dass zusammen

mit den Stammb̈aumen auch die Alignments gemäß der a-posteriori-Verteilung erzeugt werden. Dazu

sollen ẅahrend des Verfahrens lokale Veränderungen an den Alignments von Sequenztripeln vorgenom-

men werden.

4.9 Modelle für die Evolution quantitativer Merkmale

Manchmal sollen anhand von quatitativen Messungen Stammbäume f̈ur Arten rekonstruiert werden. Da-

bei kann es sich zum Beispiel um Anzahlen von Genen handeln, um Mutationsraten oder um morpho-

logische Daten wie Gewicht, Größe oder bestimmte K̈orpermaße. Um auch hier Maximum-Likelihood-

Methoden anwenden zu können, ben̈otigen wir wieder ein Modell dafür, wie solche Merkmale längs der
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Kanten eines Baumes evoluieren. Bei Merkmalen mit kontinuierlichem Wertebereich bietet es sich an,

die Evolution des Merkmals längs des Baumes (nach geeigneter Transformation, z.B. mit dem Loga-

rithmus) durch eineBrownsche Bewegungzu modellieren. Es handelt sich dabei um einen markoffschen

stochastischen Prozess, bei demüber eine Zeitspannet jeweils zuf̈allige normalverteilte Wertzuẅachse

mit Mittelwert 0 und Varianzσ2 = t hinzukommen (siehe Anhang A.6).

Als Beispiel betrachten wir folgenden Baum mit dem Knoten 0 als Wurzel.

l

l

l

l

l

0
3

44

3

2
2

1
1

55

Für ein Merkmal, das sich gem̈aß dem Brownsche-Bewegung-Modell entlang des Baumes entwickelt,

seiXi der Wert im Knoteni. Der Prozess starte im Knoten 0 mit einem nicht-zufälligen WertX0 = x0 ∈
R. Damit gilt EXi = x0 für allei. Die Varianz (vgl. Anhang A.4) entspricht jeweils der Entfernung von

der Wurzel, also gilt z.B. var(X5) = l1 + l2 + l5. Anhand eines Beispiels machen wir uns klar, dass die

Kovarianz (vgl. Anhang A.4) zwischenXi undXj der Varianz vonXk enspricht, wobeik der jüngste

gemeinsame Vorfahr voni undj sei:

cov(X5, X4) = cov(X5 − X3 + X3, X4 − X3 + X3)

= cov(X5 − X3, X4 − X3) + cov(X5 − X3, X3)

+ cov(X3, X4 − X3) + cov(X3, X3)

= var(X3) = l1 + l3

Wir untersuchen nun die gemeinsame Verteilung derXi noch etwas genauer. Seivi jeweils der Vater

des Knotensi. Dann sind die Werte
(

Xi−Xvi√
li

)
i=1,...,n

(in obigem Beispiel istn = 5, aber was hier

erklärt wird, gilt allgemein) voneinander unabhängig und standardnormalverteilt. Sie bilden also einen

standardnormalverteilten Zufallsvektor. Außerdem ist die Abbildung

Y :=




X1−Xv1√
l1
...

Xn−Xvn√
ln


 7→




X1

...

Xn


 = X

eine affine Transformation, also mit einer passenden MatrixM und einem Vektorv darstellbar alsY 7→
v + MY = X. Damit ist auchX normalverteilt und seine Verteilung ist durch die Erwartungswerte und

Kovarianzen derXi bestimmt.

Es seien nun die WerteXi in den Bl̈attern gegeben. Wie schätzen wir den “Startwert”x0 in der

Wurzel und den Baum, oder zumindest dessen Astlängen bei bekannter Topologie? Wir streben auch

hier wieder einen ML-Ansatz an. Wir betrachten zunächst ein einfaches

Beispiel:Für i = 1, . . . , p seien jeweils ein Merkmal gegeben, das ausgehend vom jüngsten gemein-

samen Vorfahren zweier Taxa im unbekannten Wertx0,i gestartet ist und nun bei den beiden Taxa den
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Wertx1i bzw.x2i hat. Außer den Wertenx0i1 sind auch die evolution̈aren Distanzenℓ1 undℓ2 der beiden

Taxa zu ihrem j̈ungsten gemeinsamen Vorfahren zu schätzen. Wir gehen davon aus, dass bei gegebenem

Startwertx0i der Wert nach evolution̈arer Distanzℓ normalverteilt mit Mittelwertx0i und Varianzℓσ2
i

ist. Zu maximieren ist also folgende Likelihood:

L(x0, ℓ1, ℓ2) =

p∏

i=1

1√
2πσ2

i ℓ1

· e
− (xi1−xi0)2

2ℓ1σ2
i · 1√

2πσ2
i ℓ2

· e
− (xi2−xi0)2

2ℓ2σ2
i

=

p∏

i=1

1

2πσ2
i

√
ℓ1ℓ2

· e
− 1

2σ2
i

„
(x1i−x0i)

2

2ℓ1
+

(x2i−x0i)
2

2ℓ2

«

=
1∏p

i=1 σ2
i

·
(

1

2π
√

ℓ1ℓ2

)p

· e
− 1

2
·
„Pp

i=1
1

σ2
i

·
„

(x1i−x0i)
2

ℓ1
+

(x2i−x0i)
2

ℓ2

««

Zunächst zur Wahl vonx0. Um die Likelihood zu maximieren, m̈ussen wir im Exponenten die Werte

(x1i − x0i)
2

ℓ1
+

(x2i − x0i)
2

ℓ2

minimieren. Das erreichen wir mit

x̂0i =

x1i

ℓ1
+ x2i

ℓ2
1
ℓ1

+ 1
ℓ2

Setzt man das oben ein, so bleibenℓ1 undℓ2 so zu ẅahlen, dass

(
1√
ℓ1ℓ2

)
· e

−Pp
i=1

(x1i−x2i)
2

2σ2
i
·(ℓ1+ℓ2)

möglichst groß wird. Dazu lassen wirℓ1ℓ2 möglichst klein undℓ1+ℓ2 möglichst groß werden, indem wir

ℓ1 = 0 setzen undℓ2 gegen∞ gehen lassen (oder umgekehrt). Hingegen wird die Likelihood besonders

klein für ℓ1 = ℓ2.

Was ist der Grund f̈ur dieses absurde Verhalten? Eine heuristische Erklärung: Irgendwie haben wir

eine Variable zuviel in unserem Modell. Diese fällt beiℓ1 = 0 weg, denn dann stimmtx0i mit x1i überein.

Es gibt verschiedene Ansätze, dieses Problem, das auch bei Analysen mit mehr als 2 Taxa auftritt, von

vornherein zu vermeiden. Eine M̈oglichkeit ist, zu fordern, dass die Molekulare-Uhr-Eigenschaft gilt, das

also alle Bl̈atter des Stammbaums dieselbe Distanz zur Wurzel aufweisen, vgl. Thompson(1975). Die

REML-Methode (REduced Maximum-Likelihood) von Felsenstein (siehe z.B.Felsenstein, 2004) basiert

hingegen auf der Idee, die Wurzel zu vermeiden und sich nur auf ungewurzelte B̈aume zu beziehen. Im

obigem Beispiel ẅurde man also stattx0, ℓ1 und ℓ2 nur die Gesamtlängeℓ1 + ℓ2 der beiden Kanten

scḧatzen. In obigem Beispiel ergibt die ML-Schätzung

ℓ̂1 + ℓ2 =
1

p

p∑

i=1

(
x1i − x2i

σi

)2

.

Nun zur Berechnung der Likelihood eines Baumes im Brownsche-Bewegung-Modell, also der Wahr-

scheinlichkeitsdichte, dass entlang eines Baumes mit gegebener Kantenlängen mehrere Merkmale so mu-

tieren, dass die in den Blättern beobachteten Werte dabei herauskommen. Wir gehen davon aus, dass alle
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Merkmale unabḧangig voneinander ohne Selektion mutieren. Wir können wieder o.B.d.A. von einem ein-

zelnen Merkmal ausgehen, denn die Gesamtwahrscheinlichkeit ist das Produkt der Wahrscheinlichkeiten

jedes einzelnen Merkmals. SeiZ = (Z1, . . . , Zm)T der Zufallsvektor der Werte, die das Merkmal in den

Blätternb1, . . . , bm annimmt. Da es sich bei den WertenZi um Summen der normalverteilten Zuwächse

auf den jeweiligen Kanten handelt, istZ ein normalverteilter Zufallsvektor. Gem̈aß dem REML-Ansatz

interessieren uns die Komponenten vonZ nur bis auf einen konstanten Summanden. Anders formuliert:

uns interessieren nur die Differenzen zwischen den KomponentenZi von Z. Die Differenzen bilden

ebenfalls aus den oben genannten Gründen einen normalverteilten Zufallsvektor. Um mit dessen Vertei-

lung besser rechnen zu können, etwa um die Likelihood des Baumes zu ermitteln, möchten wir diesen

Zufallsvektor auf einen affin transformierten standardnormalverteilten Zufallsvektor Y zurückführen.

Auf diese Weise erhalten wir dann auch eine MatrixM und einen Vektorv, so dassZ = M · Y + v

gilt. Es gibt viele Tripel(M, Y, v), die diese Gleichung erfüllen. Eine Variante von Felsensteins Pruning-

Algorithmus liefert uns eine L̈osung mit einem standardnormalverteilten ZufallsvektorY , der besonders

gut zu interpretieren ist.

Z1

Z2 Z3

K

s t

r

Wir beginnen mit zwei benachbarten Blätternb1 und b2. Sei-

enZ1 undZ2 die gem̈aß den Modellannahmen zufälligen Werte,

die das Merkmal in diesen Blättern annimmt. Wie in der neben-

stehenden Skizze habe der jüngste gemeinsame Vorfahrek zu den

beiden Bl̈attern die Absẗandes und t. Der WertK des Merkmals

in diesem Knoten wird nicht beobachtet. Wir weisen ihm aber

einen normalverteilten WertW zu, der vonZ1 und Z2 abḧangt,

aber nicht mit der DifferenzZ1 − Z2 korreliert ist. Dazu setzen

wir W := x · Z1 + (1 − x) · Z2 und bestimmenx so, dass

cov(x · Z1 + (1 − x) · Z2, Z1 − Z2) = 0 gilt:

cov(x · Z1 + (1 − x) · Z2, Z1 − Z2)

= x · var(Z1) − x · cov(Z1, Z2) + (1 − x) · cov(Z2, Z1) − (1 − x) · var(Z2)

= x · var(Z1) − x · var(K) + (1 − x) · var(K) − (1 − x) · var(Z2)

= x · var(Z1 − K) − (1 − x) · var(Z2 − K)

= x · s − (1 − x) · t

Wir setzen alsox = t
s+t und entsprechendW := t

s+t · Z1 + s
s+t · Z2. Seir der Abstand vom Knotenk

zu einem BlattZ3 6∈ {Z1, Z2}. Damit gilt var(K − Z3) = r. Man sollteW nicht als Scḧatzung f̈ur K

auffassen, denn es gilt

var(W − Z3) = var

(
t

t + s
· Z1 +

s

t + s
· Z2 − Z3

)

= var

(
t

t + s
· (Z1 − K) +

s

t + s
· (Z2 − K) + K − Z3

)

=

(
t

s + t

)2

· var(Z1 − K) +

(
s

s + t

)2

· var(Z2 − K) + var(K − Z3)
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=
t2

(s + t)2
· s +

s2

(s + t)2
· t + r =

st

s + t
+ r.

Also ist var(W − Z3) für jedes BlattZ3 6∈ {Z1, Z2} um st
s+t größer als var(W − Z3). Das entspricht

dem Baum, den wir erhalten, wenn wir beim ursprünglichen Baum den zweiblättrigen Teilbaum mit

den Bl̈atternZ1 undZ2 ersetzen durch einen einzelnen Knoten, der an einer umst
s+t verlängerten Kan-

te ḧangt und in dem das Merkmal den Wertst+s · Z1 + t
t+s · Z2 annimmt. Die DifferenzZ1 − Z2 ist

zu allen in diesem neuen Baum auftretenden Differenzen unkorreliert. In dem neuen Baum ẅahlen wir

nun wieder ein Paar direkt benachbarter Blätter und wenden darauf den selben “pruning”-Schritt an,

wie zuvor auf den{Z1, Z2}-Teilbaum. Man wiederholt diesen Schrittm − 2 mal, so dass am Ende nur

noch ein zweibl̈attriger Baumübrig bleibt. Die Differenz zwischen den Merkmalswerten seiner Blätter

und diem − 2 Differenzen zwischen den Merkmalswerten der jeweiligen beiden Blätter, die in einem

der pruning-Schritte zusammen weggeschnitten bzw. durch ein einzelnes Blatt ersetzt wurden, sind nor-

malverteilt. Außerdem sind diese Differenzen zueinander unkorreliert. Indem wir jede solche Differenz

durch ihre Standardabweichung (Wurzel aus der Varianz) teilen, erhalten wirm−1 Wertey1, . . . , ym−1,

die zusammen einen standardnormalverteilten ZufallsvektorY bilden. Da alle Transformationen, mit de-

nen wirY ausZ berechnet haben, affin sind und die Hintereinanderausführung affiner Transformationen

wieder affin ist, gibt es auch eine MatrixM und ein Vektorv, so dassZ = M · Y + v gilt.

Im Prinzip k̈onnte manM undv aus den pruning-Schritten berechnen. Interessanter ist es allerdings,

zu überpr̈ufen, ob die Wertey1, . . . , ym−1 tats̈achlich von unabḧangigen standardnormalverteilten Zu-

fallsvariablen kommen. Kann dies durch einen statistischen Test verworfen werden, so bedeutet das,

dass etwas an den Voraussetzungen nicht stimmt. Um allgemeine Abweichungen von der Nullhypothese

zu testen, kann man als Statistiky2
1 + . . .+y2

m−1 verwenden. Es ist bekannt, dass die quadrierte Länge ei-

nes standardnormalverteiltenn-dimensionalen Zufallsvektorsχ2-verteilt ist mitn Freiheitsgraden. Wenn

man eine bestimmte Alternative zur Nullhypothese testen will, kann man einen Likelihoodquotienten-

Test verwenden oder sich einfach auf den entsprechenden Teil deryi beschr̈anken. Wenn man damit

unter Beachtung der Problematik des multiplen Testens zum Beispiel zeigen kann, dass einer der Werte

yi signifikant zu groß oder klein ist, so kann das daran liegen, dass auf dem entsprechenden Teilbaum

Selektionsdruck auf das Merkmal wirkte. Hier erweist es sich als Vorteil, dassZ nicht einfach irgendwie

in einen standardnormalverteilten Vektor transformiert wurde, sondern so, dass seine einzelnen Kompo-

nenten mit Teilb̈aumen das Baumes assoziiert sind.

Auch wenn man zwischen zwei oder mehr möglichen Stammb̈aumen entscheiden will, kann man

die Merkmalsvektoren wie oben beschrieben jeweils für jeden der beiden B̈aume transformieren. Die

Dichte derm − 1-dimensionalen Normalverteilung an der durch den transformierten Vektor gegebenen

Stelle kann man dann als Likelihood des jeweiligen Baumes auffassen. Werden mehrere voneinander un-

abḧangig neutral evoluierende Merkmale betrachtet, entspricht die Likelihooddem Produkt der Dichten.

Fundamentalkritik Analysen, die auf pḧanotypischen Merkmalen beruhen, sind häufig problema-

tisch, denn es ist kaum auszuschließen, dass die Merkmale unter Selektionsdruck stehen oder dass

die verschiedenen Merkmale miteinander korreliert evoluieren. Zum Teil kann man solche Korrelatio-
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nen oder die auf die Merkmale wirkende Selektion in die Modelle einbeziehen.Man muss dann aller-

dings viel Vorwissen in die Modelle einbringen, denn es erscheint als ziemlich aussichtslos, sowohl die

Korrelations- als auch die Selektionsparameter aus den Daten zu schätzen.

5 RNA-Strukturanalyse mit stochastischen kontextfreien Grammatiken

Gegeben sei eine RNA-Sequenz und gesucht sei ihre Sekundärstruktur: Welche Positionen bilden mit-

einander Stems, welche gehören zu Loops, etc.

Beispiel: CAGGAAACUGkönnte so aussehen:
A
G

G

C

C
U
G

A A

A

Gesucht sind also “komplementär-palindromartige” Abḧangigkeiten l̈angs der Sequenz. Können wir

diese Abḧangigkeiten mit (versteckten) Markoff-Ketten modellieren? Nein, denn (H)MMs sind das sto-

chastische Analogon zu regulären Grammatiken. Bei regulären Grammatiken sind Regeln der Formen

A → aB undA → a für nichtterminaleA, B ∈ N und terminalea ∈ T erlaubt. Beistochastischen

regulären Grammatiken können solche Regeln nicht nur erlaubt oder verboten sein, sondern haben

eine gewisse WahrscheinlichkeitP (A → aB). Dabei gilt:

∀A∈N
∑

B∈N ,a∈T
P (A → aB) = 1

Beginnend mit einem nichtterminalen Start-SymbolS werden diese Regeln gemäß ihren Wahrschein-

lichkeiten auf das jeweilige nichtterminale Symbol angewandt. So entsteht letztlicheine Folge von ter-

minalen Symbolen. Hidden-Markoff-Modelle können wir als stochastische reguläre Grammatiken auf-

fassen. Die Menge der nichtterminalen SymboleN entspricht dabei der versteckten Zustandsmenge

Z und die Menge der terminalen SymboleT entspricht dem Alphabet der EmissionenA. Um für ei-

ne HMM die Übergangswahrscheinlichkeiten der entsprechenden Grammatik zu definieren, setzen wir

P (A → aB) := PAB · eA(a).

Mit regulären Grammatiken kann man bekanntlich keine Palindrom-Sprachen erzeugen, also wer-

den HMMs bzw. stochastische reguläre Grammatiken wohl auch nicht ausreichen, um die Abhängig-

keiten in RNA-Sequenzen zu modellieren. Also versuchen wir’s mal mit dem stochastischen Analogon

der n̈achsten Stufe in Chomsky’s Hierachie der Transformationsgrammatiken, also mit stochastischen

kontextfreien Grammatiken (SCFG). Bei kontextfreien Grammatiken sind Regeln der FormA → α

zugelassen, wobeiA ∈ N undα eine beliebige Folge von Elementen ausN ∪ T sein darf. (Nicht er-

laubt sind z.B. Regeln der FormαAβ → αγβ; das ẅare kontextsensitiv.) Bei Stochastischen Regulären

Grammatiken starten wir wieder mit einemS ∈ N und wenden jeweils auf alle nichtterminalen Symbole

die Regeln mit gegebenen Wahrscheinlichkeiten an, wobei gelten muss:

∀A∈N
∑

α∈(N∪T )∗

P (A → α) = 1
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In der von Knudsen und Hein (1999) vorgeschlagenen Grammatik zur Modellierung der Abḧangig-

keiten in RNA-Sequenzen sind folgendeÜberg̈ange mit positiven Wahrscheinlichkeiten belegt (“|” steht

für “oder”):

S → LS|L
F → LS|aFa|aFc|aFg|aFu|cFa|cFc|cFg|cFu|gFa|gFc|gFg|gFu|uFa|uFc|uFg|uFu

L → a|c|g|u|aFa|aFc|aFg|aFu|cFa|cFc|cFg|cFu|gFa|gFc|gFg|gFu|uFa|uFc|uFg|uFu

L kann Positionen in Loops emittieren undF erzeugt Stems. Man beachte, dass in Stems auch Mismat-

ches vorkommen, deswegen würde es nicht gen̈ugen,F nur Basenkomplemente emittieren zu lassen.

So ist etwa dieG-U-Paarung recht ḧaufig in Stems vorzufinden. Natürlich habenÜberg̈ange, bei den

komplemenẗare Basenpaare emittiert werden, eine höhere Wahrscheinlichkeit.

Für die Beschreibung der Algorithmen gehen wir im folgenden davon aus, dass die SCFG in Chomsky-

Normalform gegeben ist, dass also nur Regeln der FormenA → BC undA → a für A, B, C ∈ N und

a ∈ T vorkommen. Man mache sich klar, dass man jede SCFG auf Chomsky-Normalform bringen kann.

Gegeben sei nun eine SCFG mit bekanntenÜbergangswahrscheinlichkeiten und eine Sequenzx =

(x1, . . . , xL) ∈ T L. Wie berechnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass die SCFG die Sequenzx emittiert?

Analog zum Vorẅarts-Algorithmus gibt es bei SCFGs denInside Algorithmus. Er berechnet mit dyna-

mischer Programmierung für 1 ≤ i ≤ j ≤ L und alleA ∈ N die Wahrscheinlichkeitα(i, j, A), dass das

Sequenz-Teilstückxi, . . . , xj aus einemA entsteht.

Inside-Algorithmus

Für i = 1, . . . , L und A ∈ N :

α(i, i, A) := P (A → xi)

Für d = 1, . . . , L − 1:

Für i = 1, . . . , L − d:

j := i + d

Für k = i, . . . , j − 1 und A ∈ N :

α(i, j, A) :=
∑

B∈N
∑

C∈N
∑j−1

k=i P (A → BC) · α(i, k, B) · α(k + 1, j, C)

Ausgabe Wsθ(x) = α(1, L, S)

Um den Expectation-Maximization-Algorithmus auf SCFGsübertragen zu k̈onnen, ben̈otigen wir

noch f̈ur 1 ≤ i ≤ j ≤ L und jedesA ∈ N die Wahrscheinlichkeitβ(i, j, A), dass aus dem StartsymbolS

letzlich eine Sequenz von terminalen Symbolen entsteht, die mitx1, . . . , xi−1 beginnt, mitxj+1, . . . , xL

endet und dazwischen etwas stehen hat, das aus einemA entstanden ist. Diese Wahrscheinlichkeiten

kann man effizient mit dem Outside-Algorithmus berechnen wenn man zuvor alle Werteα(i, j, A) mit

dem Inside-Algorithmus berechnet hat:

Outside-Algorithmus

Für A ∈ N :

Falls A = S:

β(1, L, A) := 1
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Sonst:

β(1, L, A) := 0

Für d = L − 2, . . . , 0:

Für i = 1, . . . , L − d:

j:=i+d

Für A ∈ N :

β(i, j, A) :=
∑

B,C∈N
∑i−1

k=1 α(k, i − 1, C) · β(k, j, B) · P (B → CA)

+
∑

B,C∈N
∑L

k=j+1 α(j + 1, k, C) · β(i, k, B) · P (B → AC)

Parameterscḧatzung für SCFGs Gegeben seien eine (oder mehrere) terminale Sequenzen (z.B. in un-

serer Anwendung RNA-Sequenzen) und eine SCFG. Wie schätzt man dann die Wahrscheinlichkeiten der

Regeln? Analog zur Parameterschätzung bei HMMs kann man das mit Expectation-Maximization (EM)

machen. Im E-Schritt schätzen wir wie oft die einzelnen nichtterminalen Symbole bei der Entstehung der

Sequenzen (im SCFG-Modell) vorkamen. Diese Schätzungen nennen wirc(A) für A ∈ N ). Außerdem

scḧatzen wir wie ḧaufig die einzelnen Regeln verwendet wurden, z.B. seic(A → BC) die gescḧatzte An-

zahl der Anwendungen der RegelA → BC beim Erzeugen der Sequenzen. Diese Schätzungen berech-

nen wir mit den jeweils aktuellen (und noch zu verfeinernden) Schätzungen f̈ur die Wahrscheinlichkei-

ten der Regeln, und zwar indem wir diese Wahrscheinlichkeiten zunächst im Inside-Outside-Algorithmus

verwenden und die darin berechneten Werte folgendermaßen zu Schätzung der entsprechenden Anzahlen

verwenden:

c(A) :=

∑L−1
i=1

∑L
j=i+1 α(i, j, A) · β(i, j, A)

Ws(x)

c(A → BC) :=

∑L−1
i=1

∑L
j=i+1

∑j−1
k=i β(i, j, A) · P (A → BC) · α(i, k, B) · α(k + 1, j, C)

Ws(x)

c(A → a) :=

∑
{i|xi=a} β(i, i, A) · P (A → a)

Ws(x)

Im M-Schritt werden dann die geschätzten Anzahlenc(. . .) verwendet, um die Schätzungen f̈ur die

Wahrscheinlichkeiten der Regeln verbessern:

P̂ (A → BC) :=
c(A → BC)

c(A)
P̂ (A → a) :=

c(A → a)

c(A)

E- und M-Schritt werden dann solange iteriert, bis die Parameterschätzungen zu konvergieren scheinen.

Die wahrscheinlichste EntstehungsgeschichteNun kommt noch das Analogon zum Viterbi-Algorithmus.

Gegeben sei eine terminale Sequenzx1, . . . , xL und eine SCFG mit bekannten Wahrscheinlichkeiten.

Mit der stochastischen Variante des Cocke-Younger-Kasami(CYK)-Algorithmus kann man die (genau-

er: eine) wahrscheinlichste Entstehungsgeschichte der terminalen Sequenz berechnen:

Für i = 1, . . . , L und A ∈ N :

γ(i, i, A) := log P (A → xi)
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τ(i, i, A) := (0, 0, 0)

Für d = 1, . . . , L − 1, f ür i = 1, . . . , L − d, f ür A ∈ N :

j:=i+d

γ(i, j, A) := maxB,C∈N ,k∈i,...,j−1{γ(i, k, B) + γ(k + 1, j, C) + log P (A → BC)}
τ(i, j, A) := arg maxB,C∈N ,k∈i,...,j−1{γ(i, k, B) + γ(k + 1, j, C) + log P (A → BC)}

CYK-Traceback (Zur̈uckverfolgen den wahrscheinlichsten Geschichte) läßt sich gut mit einem Stack

aufschreiben und programmieren:

Push (1, L, S)

Wiederhole solange Stack nicht leer:

Pop (i, j, A)

(B, C, k) := τ(i, j, A)

Falls τ(i, j, A) = (0, 0, 0):

xi ist Kind von A

Sonst:

B und C sind Kinder von A

Push (i, k, B)

Push (k + 1, j, C)

Komplexit ät Während der Viterbi und der vorẅarts-r̈uckwärts-Algorithmus f̈ur HMMs einen Zeitbe-

darf vonO(LM2) hat undO(LM) Speicher braucht, wobeiL die Länge der Eingabe undM die Anzahl

der Elemente vonZ = N ist, ist die Rechenzeit des inside-outside und des CYK-Algorithmus für SCFGs

offensichtlichO(L3M3) und der Speicherbedarf istO(L2M).
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6 Modelle und Algorithmen der Populationsgenetik

Wir stellen und vor, dass ein Biologe Individuen aus einer Population sammeltund Merkmale dieser

Individuen erfasst (z.B. DNA-Sequenzen), die einen gewissen Informationsgehalẗuber die Verwandt-

schaft der gesammelten Individuen tragen. Wie können wir diese Informationen nutzen, um etwasüber

die Geschichte der Population auszusagen, z.B. ob es Selektionsdruck gab, ob die Population in der Ver-

gangenheit gewachsen ist, ob die Population aus Subpopulationen besteht, zwischen denen Migration

stattfindet, etc..

Als Literatur zum Thema dieses Abschnitts sind neben den Arbeiten, auf die inden nachfolgenden

Unterabschnitten verwiesen wird, die Kapitel 26 bis 28 in Felsenstein (2004) zu empfehlen.

6.1 Das Fisher-Wright-Modell und der Coalescent

Gegeben sei eine Hardy-Weinberg-Population der konstanten GrößeN ; Sie sei panmiktisch (also ohne

räumliche oder sonstige Struktur), haploid und neutral (d.h. es gibt keinenSelektionsdruck). Wir k̈onnen

das Folgende auch anwenden wenn wir es mit einer diploiden Population zu tun haben, indem wir dann

jeweils die homologen Chromosomen als haploide Population auffassen.

Das Fischer-Wright-Modell geht von einer solchen Population mit diskreten Generationen aus. Wir

betrachten die Abstammungslinien eines Individuums. Jedes Individuum sucht sich seinen Vorfahren in

der vorherigen Generation rein zufällig:
Generation

−− 5

− 6

− 7

− 8

− 9

− 4

− 3

− 2

− 1

0

Damit haben wir die Population modelliert. Um das Zustandekommen der Daten zu modellieren,

müssen wir noch den Biologen modellieren. Dazu nehmen wir an, dass er eineStichprobe vonk rein

zuf̈allig ausgeẅahlten Individuen aus der heutigen Generation entnimmt. Diese haben Abstammungs-

linien, die wir nicht kennen (aber vielleicht aus z.B. Sequenzdaten zumindest grob scḧatzen k̈onnen):
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Generation

−− 5

− 6

− 7

− 8

− 9

− 4

− 3

− 2

− 1

0 A B C D

Übersichtlicher wird’s wenn wir die Individuen etwas umsortieren und alle Individuen weglassen,

die weder in unserer Stichprobe noch Vorfahren von Individuen unserer Stichprobe sind:
Generation

−− 5

− 6

− 7

− 8

− 9

− 4

− 3

− 2

− 1

0 A BC D

Der Prozess der rückwärts in Zeit verschmelzenden Ahnenlinien heißtCoalescent. Seine Astl̈angen

enthalten Informationen, die wir verwenden wollen, um zu untersuchen, ob es in der Entwicklung der

Population Effekte nachzuweisen, die von dem einfachen Fischer-Wright-Modell abweichen (z.B. Se-

lektion oder Populationswachstum oder eine räumliche Strukturierung). Ein Problem dabei ist, dass wir
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die Astl̈angen in der Regel nicht sehr genau schätzen k̈onnen, aber dazu später mehr. Zun̈achstüberlegen

wir uns, wie lang diëAste im Fisher-Wright-Modell typischerweise sind, oder um es präziser zu sagen:

Wie ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Kantenl̈angen des Coalescent?

Dazuüberlegen wir uns erst mal wie lange es (in Verteilung) dauert bis die Ahnenlinien zweier aus-

geẅahlter Individuen verschmelzen. Die Wahrscheinlichkeit, dass dies bereits in der Elterngeneration

geschieht, ist offensichtlich1/N , denn mit dieser W’keit ẅahlt das zweite Individuum den selben Ah-

nen wie das erste. Wenn die Ahnenlinien in einer Generation nicht verschmelzen (coalieren), dann tun

sie das in der n̈achst-fr̈uheren Generation jeweils mit W’keit1/N . Also ist
(
1 − 1

N

)t
=
(

N−1
N

)t
die

Wahrscheinlichkeit, dass nach dem Zurückgehen umt Generationen immernoch keine Verschmelzung

eingetreten ist, d.h. die Zeit bis zur Verschmelzung ist geometrisch verteilt mit ErwartungswertN .

Wir gehen davon aus, dass die AnzahlN der Individuen in der Population sehr groß ist. Zum einen

können wir dann die geometrische Verteilung durch eine Exponentialverteilung approximieren (vgl. Ab-

schnitt 4.4.1), zum anderen können wir dann unter der zusätzlichen Annahme, dass die Anzahlk der

untersuchten Individuen im Vergleich eher klein ist, die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als zwei Ahnenli-

nien zum selben Zeitpunkt verschmelzen, vernachlässigen. Wir gehen also im Folgenden nicht mehr von

diskreten Generationen, sondern von einer kontinuiertlichen Zeitachse inRichtung Vergangenheit aus.

Wenn wir alsom ∈ {k, k − 1, . . . , 2, 1} Ahnenlinien vorliegen habe, hat jedes Paar davon die Rate

1/N zu verschmelzen. Da es dann insgesamt
(
m
2

)
= m·(m−1)

2 solche Paare gibt, tritt die nächste Ver-

schmelzung mit Ratem·(m−1)
2 · 1

N ein, d.h. die Wartezeit bis zur nächsten Verschmelzung ist 2N
m·(m−1) .

Hier taucht Bemerkenswerterweise die PopulationsgrößeN als konstanter Faktor auf. Da es eigentlich

egal ist, in welchen Einheiten wir die Zeit messen, machen wir es uns einfach,indem wir die Zeit in

Einheiten von jeN Generationen messen und uns so des FaktorsN entledigen. Der Prozess des auf

dieser Zeitskala gemessenen Verschmelzens von Ahnenlinien im Limes unendlich großer Populationen

heißt nach seinem EntdeckerKingman-Coalescent(Kingman, 1982a, 1982b). Eine “durchschnittliche”

Genealogie vonk = 7 Ahnenlinien gem̈aß der Coalescent-Verteilung sieht dann also so aus (dass die

Zeitintervalle genau den Erwartungswerten entsprechen ist natürlich eigentlich v̈ollig untypisch) :

112



21 3
Zeit in 
Generationen

Zeit in 
N Generatioenkk−1........

2N/(k(k−1))

2N/(6*5)

2N/(5*4)

2N/(4*3)

2N/(3*2)

2N/(2*1)

2/(6*5) = 0,667

2/(k(k−1)) = 2/(7*6) = 0,0476

2/(4*5) = 0,1

2/(4*3) = 0,167

2/(3*2) = 0,333

2/(2*1) = 1

Mit der N -Generationen-Zeitskalierung verschmelzen die letzten beiden Linien (wie jedes Paar von

Linien) in Erwartung in 1 Zeiteinheit. Demgegenüber verschmelzen allek Linien in Erwartung in Zeit∑k
m=2

2
m·(m−1) . Im Limesk → ∞ (also selbst wenn der fleißige Biologie-Doktorand unendlich viele

Individuen gesammelt hat!) hat die Zeit bis alle Linien verschmolzen sind endliche Erwartung
∞∑

m=2

2

m · (m − 1)
= 2.

Das heißt also: Egal wieviel Linien verschmelzen müssen, dauert das Verschmelzen der letzten beiden

Linien im Mittel mindestens genauso lange wie das Verschmelzen aller anderenLinien.

6.2 Der Coalescent mit Mutationen

Wir gehen hier davon aus, dass die Daten, die Informationenüber die Genealogie der gesammelten In-

dividuen geben, DNA- oder Protein-Sequenzen sind. Jede Ahnenlinieist in jeder Generation mit Wahr-

scheinlichkeitµ von einer Mutation betroffen. Wie im Infinite-Sites-Modell vernachlässigen wir in die-

sem Unterabschnitt R̈uckmutationen, nehmen also an, dass alle Mutationen, die die Ahnen der gesam-

melten seit dem jüngsten gemeinsamen Vorfahren erlitten haben, in den Daten sichtbar sind.Um die
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Mutatiosrate auf dieN -Generationen-Zeitskala zu bringen, setzen wirθ := 2Nµ. Damit ist dannθ/2

die Rate, mit der Mutationen in die Linien des Kingman-Coalescent eingestreutwerden, d.h. auf jeder

Ahnenlinie ist die Wartezeit bis zur nächsten Mutation exponentialverteilt mit Erwartungswert2/θ.

Eine Scḧatzer für θ Wenn wir zwei Individuen aus der Population auswählen und die Mutationen

zählen, die zwischen den beiden stattgefunden haben, so kommen wir auf eine zuf̈allige Zahl mit Erwar-

tungswertθ, denn die Zeit bis die Linien zum jüngsten gemensamen Vorfahren verschmelzen hat (in der

N -Generationen-Zeitskala) Erwartungswert 1 und in einer Zeiteinheit sindauf jeder der beiden Ahnen-

linien jeweilsθ/2 Mutationen zu erwarten. Wenn wir alson Unterschiede bei in den beiden Sequenzen

sehen, ẅare n eine naheliegende Schätzung f̈ur θ. Wenn wir nicht nur 2 sondernk > 2 Individuen

vergleichen, f̈uhren wir diese Scḧatzung f̈ur jede der
(
k
2

)
Paare von Individuen durch. Dann kann der

Mittelwert ∆ dieser Scḧatzungen als Schätzer f̈ur θ ausgegeben werden.

Noch ein Scḧatzer für θ Im Infinite-Sites-Modell gehen wir davon aus, dass die Sequenzen sehr lang

und Mutationen an jeder einzelnen Position sehr unwahrscheinlich sind, und dass somit die Wahrschein-

lichkeit, dass eine Position seit dem jüngsten gemeinsamen Vorfahren allerk gesammelten Individuen,

von mehr als einer Mutation betroffen war, zu vernachlässigen ist. Istm die Anzahl der segregierenden

Positionen in den Sequenzen, so gehen wir jetzt mal davon aus, dass es inden Ahnenlinien unserer Indi-

viduen auch nurm Mutationen seit dem jüngsten gemeinsamen Vorfahren gegeben hat. Das vergleichen

wir mit der erwarteten Gesamtlänge aller Linien des Coalescents. Die erwartete Zeit der Existenz vonk

Linien ist2/(k · (k−1)), dann existierenk−1 für eine erwartete Zeit von2/((k−1) · (k−2)) Einheiten

und so weiter.

Die erwartete Gesamtlänge aller Linien beträgt also

k · 2

k · (k − 1)
+ (k − 1) · 2

(k − 1) · (k − 2)
+ . . . + 2 · 2

2 · 1 = 2 ·
k−1∑

i=1

1/i

Da auf jede L̈angeneinheit der Linien in Erwartungθ/2 Mutationen entfallen, erscheint es naheliegend,

θ zu scḧatzen durch

θ̂ =
m

∑k−1
i=1 1/i

Was ist wenn∆ und θ̂ sehr unterschiedlich sind? Bei θ̂ werden alle Mutationen gleich gewichtet in

die Berechnung einbezogen. Man mache sich klar, dass hingegen bei∆ solche Mutationen, die innere

Kanten betreffen (also solche, die nahe beim jüngsten gemeinsamen Vorfahren liegen), stärker gewichtet

werden als Mutationen, die nahe der Blätter auftreten. Wenn sich∆ undθ̂ signifikant unterscheiden, dann

bedeutet das also, dass die inneren Kanten entweder untypisch lang (im Fall ∆ > θ̂) oder untypisch kurz

(im Fall ∆ < θ̂) im Vergleich zu den̈außeren Kanten sind. Der erste Fall ist z.B. durch eine räumliche

Strukturierung der Populatioen zu erklären, der zweite dadurch, dass die Population gewachsen ist oder
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eine Anpassung in Folge von Selektion stattgefunden hat. (Wieso solche Umstände die Form der Ge-

nealogie auf diese Weise beeinflussen, sollte man sich klar machen!) Die beiden F̈alle sind in folgender

Abbildung dargestellt, in der die Mutationen durch⊗ symbolisiert werden:

∆ > θ : ∆ < θ :

Es stellt sich die Frage wie die Signifikanz einer Abweichung zwischen∆ und θ̂ zu quantifizieren

ist. Dazu Berechnet man einen Schätzerσ̂ für die Standardabweichung von∆− θ̂, siehe Durrett (2002).

Die Teststatistik ist dann TajimasD := (∆ − θ̂)/σ̂. Die zur Beurteilung der Signifikanz nötige Wahr-

scheinlichkeitsverteilung von TajimasD wurde durch Simulationsstudien untersucht (Tajima, 1989).

6.3 Der Coalescent mit Mutationen und Migration

Gegeben sinds Subpopulationen der GrößenN1, . . . , Ns. Man denke etwa an V̈ogel, die auf verschie-

denen Inseln leben. Die Mutationsrate ist für jedes Individumµ pro Generation. F̈ur i, j ≤ s ist mij

die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum von deri-ten zurj-ten Insel migriert. Wir verwenden hier

dasFisher-Wright-Modell mit Migration : In jeder Generation leben auf derj-ten InselNj Individuen.

Jedes dieser Individuen wählt dann eine Herkunftsinsel, und zwar die Inseli mit Wahrscheinlichkeitmij .

Also muss gelten
∑

i mij = 1, undmjj sollte nahe bei 1 liegen. Unter allen Individuen der vorherigen

Generation auf der Herkunftsinsel wird dann der Vorfahr rein zufällig ausgeẅahlt.

Analog zum Standard-Fall setzen wirθi = 2Niµ undγij = 4Njmij . Allerdings ist hier die Popu-

lationsgr̈oße als Zeitskala ungeeignet, da die Subpopulationen ungleich groß sind. Das bedeutet, dass

Verschmelzungen von Ahnenlinien auf verschiedenen Inseln unterschiedlich schnell erfolgen und wir

keine Zeitskala finden k̈onnen, auf der Verschmelzungen immer mit Rate 1 erfolgen. Stattdessen skalie-

ren wir die Zeit so, dass Mutationen mit Rate 1 erfolgen, in dem wir1/µ Generation als eine Zeiteinheit

verwenden. F̈ur die Rate des Verschmelzens von Linien auf Inseli erhalten wir damit1/θi und betreffend
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der Zuordnung der Ahnenlinien zu den Inseln verhält es sicḧahnlich: R̈uckwärts in der Zeit betrachtet,

springt eine auf Inseli angesiedelte Ahnenlinie zur Inselj mit RateMji :=
γji

θi
=

4Nimji

θi
=

mji

µ .

6.4 Ein Modell mit Selektion

ACHTUNG BAUSTELLE!

Bis zur Fertigstellung dieses Abschnitts siehe Neuhauser (1999). Ein Simulationsprogramm f̈ur den

beschriebenden Prozess ist bei mir auf Anfrage erhältlich.

6.5 Importance Sampling f̈ur Genealogien

Geben sei nun ein DatensatzD von Sequenzen von Individuen einer Population. (Im Fall einer nicht-

panmiktischen Population mit Migration sei bekannt aus welchen Subpopulationen die Sequenzen kom-

men.)

Aus den Daten soll der MutationsparameterΘ := θ gescḧatzt werden, bzw. im Fall mit Migration

der ParametersatzΘ := (θi, Mij)ij .

Wir möchten einen Maximum-Likelihood-Ansatz verwenden und möchten daher die Likelihood

LD(Θ) = WsΘ(D) =
∑

G

WsΘ(G) · WsΘ(D | G).

Summiert wird hierbeïuber alle GenealogienG das Produkt der WahrscheinlichkeitWsΘ(G), dass der

Coalescent-Prozess unter Annahme der ParameterwerteΘ die GenealogieG hervorbringt und der Wahr-

scheinlichkeitWsΘ(D | G), dass dann längsG die beobachteten Daten entstehen.Aber Moment mal!

DaG auch Astl̈angen kennt, f̈ur die jeweils kontinuierlich viele Werte m̈oglich sind, m̈ussen wir hier̈uber

überabz̈ahlbar viele m̈oglicheG summieren, also eigentlich unter Verwendung der durch den Coalescent-

prozess auf dem Raum der Genealogien definierten WahrscheinlichkeitsdichtePΘ integrieren:

LD(Θ) = WsΘ(D) =

∫

alle Genealogien
WsΘ(D | G) PΘ(G)dG.

Um dieses Integral̈uber den un̈ubersichtlichen Raum der Genealogien zu berechnen, werden ver-

schiedene Varianten einer recht universell einsetzbaren numerischen Integrationsmethode namensIm-

portance Samplingverwendet. Um die grundlegende Idee dieser Methode kennen zu lernen, stellen wir

uns nun zun̈achst vor, dass wir eine Funktionh : [a, b] → R integrieren wollen:

Eine altbekannte Strategie ist die Approximation vonh durch Treppenfunktionen:
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Sindx1, . . . , xk die Mittelpunkte der Zerlegungsintervalle und istc = b−a
k die Breite der Intervalle,

so führt uns das auf die Approximation

∫ b

a
h(x) dx ≈

k∑

i=1

c · h(xi) =
b − a

k

k∑

i=1

h(xi).

Im Prinzip funtioniert das auch genauso in höherdimensionalen R̈aumen. Statt ein Intervall in Teilin-

tervalle zu Zerlegen, muss man dann eben das Volumen,über das Integriert werden soll, z.B. in kleine

Würfel zerlegen.c ist dann das Volumen dieser Ẅurfel undh(xi) der Funktionswert im Mittelpunktxi

des Ẅurfels. Allerdings braucht man in hochdimensionalen Räumen dann dermaßen viele Würfel, um

die zu integrierende Funktion hinreichend genau zu approximieren, dassdas Ganze meistens nicht in

praktisch vertretbarer Rechenzeit durchführbar ist.

Auch hier hilft aber ein Schlüsselkonzept der moderenen Informatik: die Randomisierung! Statt den

ganzen Raum mit Punktenxi gleichm̈aßig zuübers̈ahen, an denen wirh(xi) berechnen, nehmen wir

nur Stichproben, ziehen also zufällig nur einige PunkteXi aus der Menge,̈uber die integriert werden

soll. Wenn wir etwa aus dem Intervall[a, b] uniform verteilt ziehen, dann ergibt sich für unser Beispiel

folgendes Bild:

Ist k die Anzahl der zuf̈allig gezogenen Punkte, so könnten wir auch hier folgendermaßen approxi-

mieren: ∫ b

a
h(x) dx ≈ b − a

k

k∑

i=1

h(Xi) =
1

k

k∑

i=1

h(Xi)
1

b−a

.

Hier ist schon mal zu beachten, dass1b−a die (konstante) Dichte der uniformen Verteilung auf dem

Intervall [a, b] ist; dazu sp̈ater mehr.

Wie das vorherige Bild bereits suggeriert, wird eine solche Approximation aber nicht sehr genau sein,

wenn in wesentlichen Bereichen nicht genügend Punktexi landen. Wir m̈ochten gerne in Bereichen,

die viel zum Integral beitragen, etwas genauer messen, und dazu benötigen wir dort mehr Messpunkte.

Andererseits m̈ochten wir den Rechenaufwand nicht wesentlich erhöhen, also sparen m̈ochten wir dort

Messpunkte einsparen, woh ohnehin nahe bei 0 liegt. Das können wir naẗurlich nur erreichen, wenn

wir eine gewisse Ahnung davon haben, wo die Funktionh ihre interessanten Bereiche hat, wenn wir
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also etwa eine rechnerisch gut zu handhabende Wahrscheinlichkeitsdichtef0 kennen, die an den selben

Stellen nahe 0 ist wieh:

0f

Dann k̈onnen wir die Messpunktexi gem̈aß der entsprechenden Wahrscheinlichkeitsverteilung zie-

hen und erhalten damit mehr Informationüber die interessanten Stellen (und wenigerüber die, die zum

Integral ohnehin wenig beitragen):

0f

Allerdings kann man hier die PunkteXi nicht mehr als so etwas wie repräsentative Stichprobe auf-

fassen. Punkte, bei denenf0 (und damit wohl auch|h|) groß ist, werden̈uberrepr̈asentiert. Um das

auszugleichen, m̈ussen wir zu einer gewichten Summeübergehen, bei der (wie eigentlich auch schon im

Spezialfall der uniformen Verteilung) der Beitrag jedes Messpunktes durch die Wahrscheinlichkeitsdich-

te an der entsprechenden Stelle geteilt wird. Wir erhalten damit dieImportance-Sampling-Formel

∫
h(x) dx ≈ 1

k

k∑

i=1

h(Xi)

f0(Xi)
.

Wie gut die Approximation dann ist, hängt außer von der Anzahl der gezogengen Messpunkte davon ab

wie gutf0 mit const·|h| übereinstimmt (und natürlich auch ein bißchen vom Zufall).

Eine weitere M̈oglichkeit, sich die Importance-Sampling-Formel (in etwas anderem Kontext)klarzu-

machen, ist folgende: Wir nehmen an, dass der ErwartungswertEfg(X) vong(X) berechnet werden soll,

wobeif die Wahrscheinlichkeitsdichte der Verteilung vonX ist. Angenommen wir k̈onnen die Vertei-

lung mit Dichtef nicht simulieren, daf̈ur aber eine (hoffentlicḧahnliche) Verteilung mit Dichtef0. Es

gilt

Efg(X) =

∫
g(x) · f(x)dx =

∫
g(x) · f(x)

f0(x)
· f0(x)dx = Ef0

[
g(X) · f(X)

f0(X)

]
.

Ein naheliegender Schätzer f̈ur einen Erwartungswert ist der Mittelwertüber ensprechende Stichproben.

Sind alsoX1, . . . , Xk gem̈aß der W’keitsdichtef0 erzeugt, so scḧatzen wir

Efg(X) =

∫
g(x) · f(x)dx = Ef0

[
g(X) · f(X)

f0(X)

]
≈ 1

k

k∑

i=1

g(Xi) ·
f(Xi)

f0(Xi)

und erhalten so dieImportance-Sampling-Formel in diesem Kontext. (Den vorherigen Fall erhalten

wir mit h = f · g.)
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Soviel also zur allgemeinen Importance-Sampling-Idee. Mith(G) := WsΘ(D |G)·PΘ(G) möchten

wir diese nun zur Berechnung vonLDΘ = WsΘ(D) =
∫

h(G) dG einsetzen.

Wir werden in den vier folgenden Unterabschnitten mehrere Importance-Sampling-Ans̈atze zur Be-

rechnung vonLDΘ kennenlernen.

6.5.1 Beerli, Felsenstein, Kuhner, Yamato

Die Gruppe um Joe Felsenstein kombiniert Importance Sampling mit Markoffketten-Monte-Carlo-Methoden,

siehe etwa Kuhner, Yamato und Felsenstein (1995) und Beerli und Felsentein (2001). Um dasΘ zu su-

chen, welchesLDΘ optimiert, starten wir mit einem WertΘ0 und samplen GenealogienG1, . . . , Gk

gem̈aßf0(G) = PΘ0(G | D). Mit den gesampeltenGi können wir dann f̈ur andere WerteΘ ≈ Θ0

gem̈aß der Idee des Importance SamplingLDΘ recht effizient approximieren und somit einΘ1 mit

LDΘ1 > LDΘ0 suchen. Genauer gesagt seiΘ1 das Optimum von

Θ 7→ 1

k

k∑

i=1

PΘ(Gi) · WsΘ(D | Gi)

PΘ0(Gi) · WsΘ0(D | Gi)
≈ LD(Θ)

LD(Θ0)

innerhalb einer geeignet gewählten Umgebung vonΘ0. Diese Umgebung sollte nicht zu groß sein, da

sonst obige Importance-Sampling-Approximation zu ungenau wird.

Wir verwenden dannΘ1 zur weiteren Optimierung wie zuvorΘ0 usw., und erhalten schließlich eine

FolgeΘ0, Θ1, Θ2, . . ., von der wir hoffen, dass sie gegen das globale Maximum vonLD, also den ML-

Scḧatzer f̈ur Θ, konvergiert.

Zu klären bleibt wie wirG1, . . . , Gk gem̈aß der Dichtef0(G) = PΘ0(G | D) samplen. Dazu ver-

wenden Beerli et al. einen Metropolis-Hastings-Ansatz. Ausgehend von einer GenealogieG wird also

jeweils mit W’keitQ(G → G′) die Genalogie vorgeschlagen und akzeptiert mit W’keit

min

{
1 ,

Q(G′ → G)

Q(G → G′)
PΘ0(G

′) · WsΘ0(D | G′)
PΘ0(G) · WsΘ0(D | G)

}
.

Auf diese Weise erhalten wir eine Markoffkette, aus der wir auf dieübliche Weise samplen.

Nun bleibt noch die Frage nach der Proposal ChainQ(G → G′) offen. Zur Erzeugung vonG′ wird

ausG rein zuf̈allig ein Knotenx (ungleich der Wurzel) geẅahlt und die Kante zwischenx und seinem

Vater gel̈oscht, wodurch auch der Vaterknoten verschwindet. Die vonx in die Vergangenheit zurückrei-

chende Kante lässt man dann an einer zufälligen Stelle in den bestehenden Coalescent hineinwachsen.

Die Rate, mit der dies geschieht, beträgt 1 f̈ur jede zum jeweiligen Zeitpunkt noch existierende Ahnenli-

nie, genauso wie es der Fall ist wenn der Coalescent ohne die Bedingung auf Daten simuliert wird.

Die Methoden sind im Software-Paket LAMARC implementiert, das auf der Seite

http://evolution.genetics.washington.edu/lamarc.htm l kostenlos erḧaltlich ist.

6.5.2 Wilson und Balding

Wilson und Balding (1998) schlagen ein sehrähnliches MCMC-Verfahren vor wie Felsensteins Gruppe.

Der Unterschied liegt darin, dass beim MCMC-Sampling der GenealogienG1, . . . , Gk für die inneren
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Knoten Sequenz-Daten (bzw. Microsatelliten-Längen im Orginal-Paper) geschätzt werden. Bei der Wahl

des neuen Vaters für x werden dann solche Ahnenlinien bevorzugt, die zu einem Konteny mit ähnlichem

Genotyp wiex führen. Dem neu entstehenden Vaterknoten wird dann ein zufälliger Genotyp zugeordnet,

und zwar bedingt auf die Nachbarknoten gemäß dem verwendeten Evolutionsmodell.

Durch die Zuweisungen von Genotypen zu den inneren Knoten können intelligentere Proposals ge-

macht werden, dafür wird der zu durchwandernde Zustandsraum viel größer, denn er umfasst nun auch

für jeden inneren Knoten den Genotyp. Was letztlich besser ist, hängt von den jeweiligen Daten ab. Das

Verfahren von Wilson und Balding soll gut für Microsatelliten geeignet sein.

6.5.3 Griffiths und Tavaré

Wie sich herausstellt, k̈onnen die Astl̈angen bei der Parameterschätzung ohne Informationsverlust ver-

nachl̈assigt werden. Griffiths und Tavaré (1994) verwenden in ihrem Importance-Sampling-Ansatz statt

der Genealogien (mit Astlängen) lediglich die sog.Historien.

Eine Historie ist eine Folge vonH = (H1, H2, . . . , Hℓ), die R̈uckwärts in der Zeit die Ereignisse der

Arten{Linie i und Liniej coalieren} und{Mutation auf Liniei} aufz̈ahlt, die sich l̈angs des Coalescent

ereignet haben. Das erstgenannte Ereignis hat die Wahrescheinlichkeit 1/
((

k
2

)
+ kθ

)
, das letztgenannte

θ/
((

k
2

)
+ kθ

)
, wobeik die Anzahl der (zuvor) existierenden Ahnenlinien ist.

Für die Importance Sampling Methode werden mehrere HistorienH(1), H(2), . . . , H(M) erzeugt.

Jeweils f̈ur die HistorieH(i) werden die EreignisseH(i)
1 , H

(i)
2 , . . . nach und nach (also ausgehend von

den Bl̈attern) erzeugt. Gegeben die Daten in den Blättern sind nicht alle Ereignisse möglich. Linien, deren

Genotypen sich unterscheiden, können nicht coalieren. Je nach Mutationsmodell sind auch nicht alle

Mutationen m̈oglich. Griffiths und Tavaŕe ziehen jeweils alle erlaubten Ereignisse in Betracht. Seibij(θ0)

die Wahrscheinlichkeit desj-ten Ereignish = H
(i)
j in H(i) enthaltenen Ereignisses und(aijk(θ0))k seien

die Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse, die auch erlaubt gewesen wären. Griffiths und Tavaré ziehen

dann das entsprechende Ereignish mit Wahrscheinlichkeitbij(θ0)/
∑

k bijk(θ0). Entsprechend ist dann∏
j bij(θ0)/

∑
k aijk(θ0) die Importance Sampling WahrscheinlichkeitQθ0(H

(i)) der gesamten Historie

H(i). Mit der Importance Sampling Formel erhalten wir daraus:

L(D)θ ≈ 1

M

M∑

i=1

Wsθ(H
(i)) ·

∏

j

∑
k aijk(θ0)

bij(θ0)

Vorteile der Griffiths-Tavaŕe-Methode liegen darin, dass die gesampelten Historien anders als die Genea-

logien, die bei den MCMC-Verfahren entstehen, tatsächlich (und nicht nur fast) stochastisch unabhängig

sind, und darin, dass das Verfahren in vielen Fällen recht schnell ist, insbesondere wenn für die Daten

das infinite-sites-Modelle angenommen werden kann, bei dem keine Rück- und Doppelmutationen er-

laubt sind. In anderen Fällen kann das Verfahren jedoch auch sehr langsam sein, wenn nämlich zu viele

Hi gesampelt werden, die für die Daten doch recht unwahrscheinlich sind. Verbesserungsmöglichkeiten

werden im n̈achsten Abschnitt behandelt. Das Verfahren ist in der Software GENETREE implementiert,

die kostenlos erḧaltlich ist unter

http://www.stats.ox.ac.uk/ ∼griff/software.html
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6.5.4 Stephens und Donnelly

Stephens und Donnelly (2000) konnten das Verfahren von Griffiths und Tavaŕe im Fall des klassischen

Coalescent (also ohne Migration oderähnliches) verbessern. Auch hier werden die Historien gesampelt,

allerdings schreiben wir eine HistorieH nun als Folge(H−m, H−(m−1), . . . , H0), wobei nun (anders als

im vorherigen Abschnitt)H−i die ungeordnete Liste der Genotypen ist, die in den Ahnenlinieni Ereig-

nisse (Mutatinen und Verschmelzungen) vor der Gegenwart existieren.(”Ungeordnete Liste” bedeutet,

dass festgehalten ist, wie oft welcher Genotyp enthalten ist.)H0 ist also der gesampelte Datensatz.

Wenn (f̈ur i < 0) Hi in Hi+1 übergeht, indem eine Linie vom Typα nachβ mutiert, schreiben wir

symbolischHi+1 = Hi − α + β. Falls zwischenHi und Hi zwei Linien vom Typα verschmelzen,

schreiben wirHi+1 = Hi − α. Ist Pαβ die Wahrscheinlichkeit, dass einα, das von einer Mutation

betroffen ist, zu einemβ wird, und bezeichnen wir mitnα die Anzahl der Linien inHi−1 vom Typα und

mit n =
∑

α nα die Gesamtzahl der Linien inHi−1, so gilt:

Wsθ(Hi | Hi−1) =





nα

n · θ
n−1+θPαβ falls Hi = Hi−1 − α + β

nα

n · n−1
n−1+θ falls Hi = Hi−1 + α

0 sonst

Sei πθ(.) die Verteilung des Genotypen-VektorsAn einer Stichprobe der Größen aus der Population.

Anders alsH0 ist An also eine geordnete Liste und es gilt (wobeinα die Anzahl derα in H0 bezeichnet):

πθ(An | H) = πθ(An | H0) =

{
(
∏

α nα!) /n! falls H0 mit An kompatibel

0 sonst

Erzeugt man unabhängig HistorienH(1),H(2), . . . ,H(m) gem̈aß einer Proposal VerteilungQθ0(.), so

folgt mit der Importance Sampling Formel:

L(θ) ≈ 1

M

M∑

i=1

πθ(An | H(i)) · Pθ(H(i))

Qθ0(H(i))

Mit dieses Bezeichnungen schauen wir uns nochmal das Griffiths-Tavaré-Schema an und stellen fest, dass

die dort verwendete VerteilungQGT
θ erzeugt wird, indem f̈ur gegebenesH0 die ZusẗandeH−1, H−2, . . .

Markoffsch erzeugt werden mitqθ(Hi−1 | Hi) ∝ pθ(Hi | Hi−1).

SeiM die Klasse der Proposal-Verteilungen, bei denenH−1, H−2, . . . Markoffsch mit Start inH0

gesampelt erzeugt werden, mitsupp{qθ(. | Hi)} := {Hi−1 : qθ(Hi−1 | Hi) 6= 0} = {Hi−1 :

pθ(Hi | Hi−1 > 0)}.

Optimal ẅareQ∗
θ(H) = Pθ(H | An), denn damit gilt:

πθ(An | H)
Pθ(H)

Q∗
θ(H)

=
Pθ(H ∩ An)

Pθ(H | An)
= πθ(An) = L(θ)

Also würde die Importance Sampling Formelexaktstimmen und ẅare nicht nur eine Approximation, und

zwar für jedes beliebigeH. Man braucht also gar nicht zu sampeln wenn manπθ(An | H), Pθ(H) und

Q∗
θ(H) für irgendeinH berechnen kann. Das folgende Theorem benennt einq∗θ , mit dem dies innerhalb

der KlasseM zu realisieren ẅare:
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Theorem Seiπθ(α | An) = πθ((An,α))
πθ(An) die Wahrscheinlichkeit, dass dien + 1-te Stichprobe aus der

Population vom Typα ist, bedingt darauf, dass die erstenn Typen die durchAn gegebenen sind. Die

optimale proposal-VerteilungQ∗
θ liegt inM und ist gegeben durch:

q∗θ(Hi−1 | Hi) =





θ·nα

n·(n−1+θ)
π(β | Hi−α)
π(α | Hi−α)Pβα für Hi−1 = Hi − α + β

nα·(nα−1)
n·(n−1+θ)

1
π(α | Hi−α) für Hi−1 = Hi − α

Beweis: Wir betrachten den FallHi−1 = Hi − α + β

Wir bezeichnen den Typ derk-ten Linie zur Zeitt mit ak(t). Seiδ > 0 undYm das Ereignis, dass es

in den letztenδ Zeiteinheiten eine Mutation vonak(t − δ) = β nachak(t) = α gab.

Dann gilt:

Ws{Ym ∩ Ak(t − δ) = (α1, . . . , αk−1, β) | Ak(t) = (α1, . . . , αk−1, α)}

=
π(α1, . . . , αk−1, β) · δ · θ · Pβα/2

π(α1, . . . , αk−1, α)
+ o(δ)

= δ · π(β | Ak − α)

2π(α | Ak − α)
· Pβα + o(δ)

Die Behauptung folgt, wenn wir nunδ gegen 0 gehen lassen, mitnα multiplizieren (denn stattαk könnte

jedesα betroffen sein undHi ist ungeordnet) und durch die Gesamtrate teilen.

Die Behauptung f̈ur den FallHi−1 = Hi − α folgt analog. �

Aber: Im allgemeinen sindπ(α | An) schwer zu berechnen und dann können wirQ∗
θ nicht nutzen.

Ansatz: Wenn Duπ(α | An) nicht berechnen kannst, dann approximiere es und setze diese Approxi-

mation in die im Theorem gegebenen Formeln ein.

Definition: Sei

π̂(β | An) =
∑

α∈E

∞∑

m=0

nα

n

(
θ

n + θ

)m

· n

n + θ
(Pm)αβ .

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung kann man folgendermaßen simulieren: Wähle ein rein zuf̈alliges

Individuum ausAn und mutiere es gem̈aßP geometrisch oft mit Parameterθn+θ .

Eigenschaften von̂π:

(a) Bei Eltern-unabḧangiger Mutation (d.h. wenn nach einer Mutation der neue Typ stochastischun-

abḧangig ist vom alten) gilt̂π(. | An) = π(. | An).

(b) Für reversiblesP im Fall n = 1 gilt π̂(. | An) = π(. | An).
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(c) Die Verteilungπ̂(. | An) ist von der Form

π̂(β | An) =
∑

α

nα

n
M

(n)
αβ (∗)

für ein geeignetesM (n). Das heißt, man kann sie simulieren, indem man erst eine Linie rein

zufällig wählt und dann aus einer Verteilung zieht, die nur vonn und vom Typ der gezogenen

Linie abḧangt. (Im Fall von̂π gilt speziellM (n) = (1 − λn)(I − λnP )−1 mit λn = θ
n+θ .)

(d) π̂ ist die einzige Verteilung, die(∗) und (b) erf̈ullt sowie

π̂(β | An) =
∑

α

π̂(α | An) · π̂(β | (An, α)) (∗∗)

Das heißt: Gegeben die erstenn, ist dasn + 1-te genauso verteilt wie dasn + 2-te.

(e) π̂(. | An) ist die station̈are Verteilung einer Markoffkette miẗUbergangsmatrix

Tαβ = θ
n+θPαβ + nα

n+θ

(a), (b) und (d) sagen, dasŝπ sinnvolle Eigenschaften hat, die man von einer Approximation für π

gerne fordern m̈ochte. (c) sagt, dasŝπ effizient eingesetzt werden kann.

Beweise der Eigenschaften

(a) Bei Eltern-unabḧangiger Mutation, d.h.Pαβ = Pβ , gilt P = Pm und damit:

π(β | An) =
nβ + θPβ

n + θ
= π̂(β | An)

(b) SeienX undY die Typen der beiden Blätter,R der Typ der Wurzel,m1 die Zahl der Mutationen

zwischenR undX undm2 die der Mutationen zwischenR undY . Dann gilt:

Ws(Y = β | R = γ) = (Pm2)γβ

Ws(R = β | X = α) = (Pm1)αβ

Ws(Y = β | X = α) = (Pm1+m2)αβ

Die Gesamtzahl der Mutationen zwischenX undY ist geometrisch verteilt mit Parameterθ1+θ

(c)

π̂(β | An) =
∑

α

∞∑

m=0

nα

n

(
θ

n + θ

)m n

n + θ
(Pm)αβ

=
∑

α

∞∑

m=0

nα

n
(1 − λn) [(λnP )m]αβ

=
∑

α

nα

n
(1 − λn)

[
(I − λnP )−1

]
αβ

Die letze Gleichung folgt aus der geometrischen Summenformel für Matrizen
∑∞

m=0 Mm = (I − M)−1.
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(d) Seiπ̃(β | An) =
∑

α
nα

n M
(n)
αβ für irgendeinM (.)

.. , welches die Eigenschaft(∗∗) erfüllt:

(nα

n
,
nβ

n
, . . . ,

nγ

n

)
· M (n)

αβ = π̃(β | An)

=
∑

α

π̃(α | An)π̃(β | (An, α))

=
∑

α

∑

γ

nγ

n
M (n)

γα ·
∑

ξ

nξ + δαξ

n + 1
M

(n+1)
ξβ

=
∑

γ

∑

ξ

(
nγ

n

nξ

(n + 1)
M

(n+1)
ξβ +

nγ

n · (n + 1)
M

(n)
γξ M

(n+1)
ξβ

)

(denn∀γ :
∑

α

M (n)
γα = 1)

=
1

n + 1

[(nα

n
, . . . ,

nγ

n

)
·
(
nM (n+1) + M (n)M (n+1)

)]
β

Da dies f̈ur alle Vektorennα

n , . . . ,
nγ

n gilt, folgt:

(n + 1)M (n) = n · M (n+1) + M (n) · M (n+1)

Aus dieser Rekursion und dem durch (b) festgelgten“Startwert”M (1) = (1 − λ1)(I − λ1P )−1

folgt M (n) = (1 − λn)(I − λnP )−1. Also muss gelten:̃π = π̂.

(e) Für den etwas komplizierteren Beweis von (e) verweisen wir auf Stephens und Donnelly (2000).

�

Wie bereits zuvor angekündigt, definieren wir nun eine Proposal VerteilungQSD
θ mit q̂ analog zuQ∗

θ

undq, indem wir f̈ur π die Approximation̂π einsetzen.

Satz SeiHi gegeben. Es gilt
∑

H q̂θ(H |Hi) = 1 und man kann̂qθ(. |Hi) folgendermaßen simulieren:

(a) Wähle ein rein zuf̈alliges Element inHi; dessen Typ heiße im folgendenα.

(b) Für alle β berechnêπ(β | Hi − α)

(c)

Hi−1 :=

{
Hi − α + β mit Wahrscheinlichkeit proportional zuθπ̂(β | Hi − α) · Pβα

Hi − α mit Wahrscheinlichkeit proportional zu nα − 1

Das bedeutet, dass die Zahl der Paare(α, β), für die π̂(β | Hi − α) berechnet werden muss, klein

gehalten werden kann, indem man erstα sampelt und dann zufällig entscheidet ob eine Mutation zu

einem Typβ erfolgt oder eine coalition mit einem weiterenα. Da π̂(β | Hi − α) leicht zu berechnen ist,

ist QSD
θ sehr effizient zu simulieren.
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Beweis des Satzes: Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Mutation von einer Linie vom Typα involviert

ist, ist:

pm(α) =
1

n(n − 1 + θ)

∑

β

θ

2
nα

π̂(β | Hi − α)

π̂(α | Hi − α)
Pβα

Ist Wahrscheinlichkeit, dass 2 Linien vom Typα coalieren, ist:

pc(α) =
nα(nα − 1)

n(n − 1 + θ)
· 1

π̂(α | Hi − α)

Wie man leicht nachrechnet, giltpm(α) + pc(α) = 1. �

Was tun bei Sequenzdaten??? Bei Sequenzdaten der Längeℓ gäbe es4ℓ bzw.20ℓ verschiedene m̈ogli-

che Genotypenα = (α1, . . . , αℓ) und dieÜbergangsmatrix(Pαβ)αβ wäre dementsprechend sehr groß.

Statt der oben beschriebenen Vorgehensweise müssen wir daher ein etwas anderes Verfahren zum Sam-

plen verwenden.

Die Mutationsrate seiθ/2 pro Position, also insgesamtℓθ/2. Beim Samplen nacĥπ(. | An) ist also

eine geometrisch verteilte Anzahl an Mutationen mit Parameterℓθ
n+ℓθ zu ziehen. Seim das Ergebnis (also

die Anzahl). Dann sind diem Mutationen unabḧangig und gleichverteilt auf die Positionen zu verteilen.

Äquivalent dazu kann man auch eineexp(1)-verteilte Zeitt ziehen und dann für jede Positioni eine

Poisson-verteilte Mutationen-Anzahlmi mit Erwartungswerttθ/n ziehen. Also gilt

π̂(β | An) =
∑

α∈An)

nα

n

∫
exp(−t)F

(θ,t,n)
α1β1

· · ·F (θ,t,n)
αℓβℓ

dt

mit

F
(θ,t,n)
αiβi

=
∞∑

m=0

(θt/n)m

m!
exp(−θt/n)(Pm)αiβi

Das dabei auftretende Integral kann man numerisch mit der Gauß-Quadratur approximieren (siehe Press

et al. (1992)) und erḧalt

π̂(β | An) =
∑

α∈An)

s∑

i=1

nα

n
wiF

(θ,ti,n)
α1β1

· · ·F (θ,ti,n)
αℓβℓ

für eine geeignete Wahl der Wertes, wi undti. DieF
(θ,t,n)
αiβi

=
∑∞

m=0 . . . werden durch endliche Summen

approximiert.
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A Einige stochastische Grundlagen

Hier sollen einige Fakten aus der elementaren Stochastik aufgeführt werden, die f̈ur die Inhalte der Vor-

lesung grundlegend sind. Eine systematische Einführung kann an dieser Stelle nicht geboten werden.

Ein gutes Lehrbuch (eigentlich ein Schulbuch, aber durchaus recht weit f ührend) ist das Buch von A. En-

gel (1987). Ebenfalls geeignet ist Krengel (1988). Für einen n̈achsten Schritt in Richtung statistische

Datenanalyse sind Ewens und Grant (2001) und Rice (1995) zu empfehlen. Der Klassiker unter der

Stochastik-Lehrb̈uchern ist Feller (1968).

A.1 Stochastische Unabḧangigkeit

ZufallsvariablenX1, . . . , Xn, die Werte in MengenS1, . . . , Sn annehmen, sind stochastisch unabhängig

falls für alle erlaubtenUi ∈ Si gilt:

Ws(X1 ∈ U1, X2 ∈ U2, . . . , Xn ∈ Un) = Ws(X1 ∈ U1) · Ws(X2 ∈ U2) · · ·Ws(Xn ∈ Un)

Wenn Zufallsexperimente völlig unabḧangig voneinander durchgeführt werden, sind ihre Ergebnisse sto-

chastisch unabḧangig.

A.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Bayes-Formel

SeienA, B ⊆ Ω Ereignisse in einem EreignisraumΩ. IstΩ eine endliche Menge gleichwahrscheinlicher

Elementarereignisse, so gilt Ws(A) = |A|/|Ω|. Ansonsten kann man sich Ws(A) anschaulich als Anteil

des Volumens vonA am Gesamtvolumen vonΩ vorstellen. Wenn wir bereits wissen, dassB eintritt,

so entspricht die W’keit, dass auchA eintritt, dem Anteil von Ws(A ∩ B) an Ws(B): Die bedingte

Wahrscheinlichkeit vonA gegebenB ist

Ws(A|B) =
Ws(A ∩ B)

Ws(B)
(Formel von Bayes).

SindA undB unabḧangige Ereignisse, so folgt Ws(A|B) =Ws(A).

Ereignisse k̈onnen zum Beispiel sein, dass Zufallsvariable gewisse Werte oder Wertein gewissen

Mengen annehmen, z.B. ist dann Ws(X ∈ U |Y ∈ V ) definiert, wobeiX undY Zufallsvariablen undU

undV Teilmengen aus ihren Wertebereichen sind. Es gibt dann auch Ws(X ∈ U |Y ). Dieser Ausdruck ist

eine Zufallsvariable, deren Wert vonY abḧangt. WennY den Werty annimmt, so nimmt Ws(X ∈ U |Y )

den Wert Ws(X ∈ U |Y = y) an.

A.3 Erwartungswert und bedingte Erwartung

Wir nehmen nun an, dass wir es mit Zufallsvariablen zu tun haben, die Werte inR oder einem Vektorraum

überR annehmen. WennX eine solche Zufallsvariable ist, und für X nur abz̈ahlbar viele Werte in Frage

kommen, k̈onnen wir denErwartungswertvonX so definieren:

EX :=
∑

x

x · Ws(X = x)
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HatX einen kontinuierlichen Wertebereich müssen wir die Summe durch ein Integral ersetzen:

EX :=

∫
x · Ws(X ∈ dx)

Eine wichtige Eigenschaft, die das Rechnen mit Erwartungswerten angenehm macht, ist die Linearität:

Für ZufallsvariablenX, Y und Zahlena, b rechnet mal leicht nach, dass folgendes gilt:

E(a · X + b · Y ) = a · EX + b · EY

Ist V ein zuf̈alliger Vektor undM eine (nicht-zuf̈allige) Matrix passender Größe, so gilt entsprechend

E(M · V ) = M · E(V ).

Man beachte jedoch, dassE(f(X)) im allgemeinen (also für nichtlineare Abbildungenf etwas ande-

res ist alsf(EX). Von der G̈ultigkeit der GleichungE(XY ) = EX · EY kann nur ausgegangen werden

wennX undY stochastisch unabhängig sind.

Die bedingte ErwartungvonX gegeben ein EreignisB ist definiert durch:

E(X | B) :=
∑

x

x · Ws(X = x | B) bzw. E(X | B) :=

∫
x · Ws(X ∈ dx | B)

Ist Y eine Zufallsvariable, so istE(X|Y ) ebenfalls eine Zufallsvariable, und ihr Wert hängt vonY ab:

{Y = y} ⇒ {E(X|Y ) = E(X|Y = y)}

Die Lineariẗat gilt auch f̈ur die bedingte Erwartung. Wichtig ist auch die folgende Formel, die man leicht

nachrechenen kann:

E(E(X|Y )) = EX

A.4 Varianz und Kovarianz

SindX undY reelwertige Zufallsvariablen, so heißt

cov(X, Y ) := E((X − EX)(Y − EY )) = E(XY ) − EX · EY

dieKovarianzvonX undY . Die VarianzvonX ist

var(X) = cov(X, X)

und dieStandardabweichungvon X ist SD(X)=
√

var(X).

Die Kovarianz ist bilinear. IstZ eine weitere Zufallsvariable und sinda undb reelle Zahlen, so gilt

also

cov(a · X + b · Z, Y ) = a · cov(X, Y ) + b · cov(Z, Y )

und

cov(X, a · Y + b · Z) = a · cov(X, Y ) + b · cov(X, Z).
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Daraus ergibt sich eine binomische Formel für die Varianz

var(X + Y ) = var(X) + 2 · cov(X, Y ) + var(Y )

sowie

var(a · X) = a2 · var(X).

Gilt cov(X, Y )=0, so sindX undY unkorreliert. Man mache sich klar, dass unabhängige Zufalls-

variablen immer unkorreliert sind, dass es aber unkorrelierte Zufallsvariablen gibt, die voneinander

abḧangig sind.

A.5 Die relative Entropie

Sind p = (p1, . . . , pn) und q = (qi, . . . , qn) Verteilungen auf derselben Menge, so heißtH(p, q) =∑
i pi log pi

qi
(mit 0 log 0 := 0) relative Entropievon p zu q oder auchKullback-Leibler-Information.

Offensichtlich giltH(p, q) = 0, falls∀i pi = qi, undH(p, q) = ∞, falls∃i pi 6= 0 = qi.

Da q eine Verteilung ist, giltqn = 1 −∑n−1
i=1 qi. Seip gegeben. Durch Nullsetzen der Ableitungen

vonH(p, q) nachqj suchen wir die Verteilungq, für dieH(p, q) minimal wird. F̈ur j < n sei

f(qj) := H(p, q) = pn log
pn

1 −∑n−1
i=1 qi

+
n−1∑

i=1

pi log
pi

qi

Ableiten ergibtf ′(qj) = pn

qn
− pj

qj
. Wenn man das für jedesj mit 0 gleichsetzt, ergibt sich, dass nur

dort ein Minimum vonH(p, q) sein kann, wo∀j
pj

qj
= pn

qn
gilt. Wegen

∑
i pi =

∑
i qi kann das nur f̈ur

p = q gelten. Das Minimum liegt also beiH(p, p) = 0 und die relative Entropie kann somit nicht negativ

werden.

A.6 Die Normalverteilung

EineR-wertige ZufallsvariableX ist normalverteilt(oder auchGauß-verteilt) mit Erwartungswertµ und

Varianzσ2 (bzw. Standardabweichungσ), kurz X ∼ N (µ, σ2), falls X die Wahrscheinlichkeitsdichte

f : x 7→ 1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 besitzt, falls also gilt

Pr(X ∈ [x, x + ε]) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 · ε + o(ε2)

oder, was auf’s selbe hinausläuft,

Pr(X ∈ [a, b]) =

∫ b

a

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx.

Gilt X ∼ N (0, 1), so heißtX standardnormalverteilt.

Die Binomialverteilung mit Parametern(n, p) kann man gut durch die Normalverteilung mit dem

passenden Erwartungswertn · p und der passenden Varianzn · p · (1 − p) approximieren, fallsn sehr
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groß undp weder zu nahe bei 0 noch zu nah bei 1 ist. Eine Faustregel besagt, dass diese Approximation

für viele Anwendungen hinreichend genau ist, fallsn · p · (1 − p) größer als 9 ist.

Ein zuf̈alliger Vektor

X =




X1

X2

...

Xn




,

mit Werten inRn heißt standardnormalverteilt, falls alle seine KomponentenXi standardnormalverteilt

und voneinander stochastisch unabhängig sind. Istv ∈ Rm undM einem×n-Matrix, so istY = v+MX

ein normalverteilter Zufallsvektor mit ErwartungsvektorEY = v und KovarianzmatrixK = M · MT ,

wobei .T für “transponiert” steht. Der EintragKij in Zeile i und Spaltej der Kovarianzmatrix ist die

Kovarianz vonYi und Yj , alsoE((Yi − EYi)(Yj − EYj)). Jedem-dimensionale Normalverteilung ist

durch ihren Erwartungsvektor und ihre Kovarianzmatrix eindeutig bestimmt.

A.7 Poisson-Approximation der Binomialverteilung

Eine ZufallsvariableX mit Werten in{0, 1, . . . , n} heißtbinomialverteiltmit Parametern(n, p), wenn

gilt

Ws(X = k) =

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k

Es gilt dannEX = np undVar(X) = np(1 − p).

Das wesentliche Beispiel ist: Es werdenn stochastisch unabhängige Zufallsereignisse betrachtet,

die alle mit Wahscheinlichkeitp eintreten. Dann ist die Anzahl der eintretenden Ereignisse(n, p)-

binomialverteilt. Zur Maximum-Likelihood-Schätzung des Parametersp siehe Seite 40.

Fallsn sehr groß undp sehr klein ist, kann man die Binomialverteilung durch die Poisson-Verteilung

zum Parameterλ = np approximieren. Die Poisson-Verteilung ist dann rechnerisch etwas einfacher zu

handhaben.

Eine ZufallsvariableY mit Werten in{0, 1, 2, . . .} heisst Poisson-verteilt zum Parameterλ, falls gilt:

Ws(Y = k) =
λk

k!
e−λ

Es gilt dannEY = Var(Y ) = λ.

Die Poisson-Verteilung ist schon allein deshalb angenehm, da sie nur einenEinzigen Parameter hat.

Durch ihren Erwartungswert sind bereits alle Wahrscheinlichkeiten bestimmt.

Die folgenden beiden Grafiken zeigen die Wahrscheinlichkeitsgewichte einer Poisson-Verteilung

zum Parameterλ = 5 (Kreise) im Vergleich mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten von Binomi-

alverteilungen mit dem selben Mittelwert (Kreuze). Links sind die Parameter(n, p) = (10, 0.5) und die

Approximation funktioniert offensichtlich noch nicht sehr gut. Rechts sieht es mit(n, p) = (100, 0.05)

schon besser aus.
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B Numerische Verfahren

Viele wichtige numerische Verfahren findet man in Press et al. (1992).

B.1 Das Newton-Verfahren zur Nullstellen-Suche

Um eine Nullstelle einer Funktionf zu finden, deren Ableitung man berechnen kann, starte man an

einer Stellex0 und berechnef(x0) undf ′(x0). Wennf affin wäre (also von der Formmx + b), dann

läge die Nullstelle beix1 − f(x0)/f ′(x0). Wir hoffen, dassf zumindest lokal um den Punktx0 herum

durch eine affine Funktion approximiert werden kann, und dassx1 somit n̈aher an einer Nullstelle liegt.

Dies iterieren wir. Sei alsoxn+1 = xn − f(xn)/f ′(xn). Wennf nicht zu wild ist, kommt man damit

zumindest beliebig nahe an eine Nullstelle heran, und zwar meistens sehr schnell.

MEHRDIMENSIONALES NEWTON-VERFAHREN BESCHREIBEN... BIS DAHIN SIEHE PRESS

ET AL.
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