Thomas Rupp, 17. April 1999

Beweis des Kugelvolumens und
-oberflache nach Archimedes

Vorbereitung zum Proseminar unter Professor Lang

1 Kugeloberfliche

Bild1

Bild1 zeigt einen Gorsskreis einer Kugel, in welchen zwei regelméflige Poly-
gone ein- bzw. umschrieben sind. Die Seitenzahl der Polygone ist immer durch 4
teilbar, damit wir spéter die Kugel kontinuierlich in (Seitenzahl:2) Kegel(-stiimp-
fe) zerlegen konnen. Kreis und Polygone rotieren nun einmal um die gegebene
Achse. Der Rotationskorper des Kreises ist nun die gewiinschte Kugel. Die Ro-
tationskorper der beiden Polygone werden nun als Summe von Kegelstiimpfen
aufgefasst, so wie in Bild2 angedeutet.
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Wir erhalten also eine Kugel, die zwischen zwei Korper eingefasst ist. Um ihre

Bild2

Oberfldche zu bestimmen (die ja schon durchd ie Hebelarmmethode bekannt ist),

ist folgendes zu zeigen:
1. die Mantelfiche der Kegelstiimpfe bestimmen
2. die Oberflache all dieser zu summieren

3. zu zeigen, dass fiir unendlich viele Kegelstiimpfe die Differenz dieser beiden

Summen 0 ist

4. zu beweisen, dass der Grenzwert dieser Summe gleich 4 Grosskreisen der

Kugel ist

Hat man dies gezeigt, so steht fest, dass die Oberfliche der Kugel nicht echt
grofer und nicht echt kleiner als 4 Grosskreise der Kugel ist. Somit ist bewiesen,
dass sie genau 47r? betrigt.

Da die Mantelfliche eines Kegels die Differenz zweier Kegel mit gemeinsamer
Spitze und gemeinsamen Mantel, aber unterschiedlicher Hohe ist, miissen wir erst
die Mantelfiache eines einfachen Kegels bestimmen. Dazu gehen wir genauso vor,
wie bei dem jetzigen Problem. Wir approximieren einen Kegel durch zwei Pyra-
miden. Eine wird dem Kegel einbeschrieben, die andere dem Kegel umschrieben.
So dann wird die Anzahl der Dreiecke pro Pyramide erhét. Der Grenzwert der
Summe der Oberflachen aller Dreiecke ergibt dann die gwunschte Mantelflache
des Kegels. Da die Grenzwerte der beiden Pyramiden identisch ist, ist auch die
Mantelfliche des Kegels eindeutig bestimmt. Da dies jedoch nur ein Hilfsmittel

des Beweises ist, brauch dieser Beweis hier nicht weiter erldutert werden. Der



Grenzwert und somit die Mantelfliche eines Kegels ist der Umfang des Grund-

kreises multipliziert mit der Seitenlinie des Kegels:
1
M = 27r7“s§ = 7rs (1)

Da unser Ziel das vierfache einer Kreisflache ist, ist es giinstiger auch mit
solchen Grofen zu rechnen. Daher definieren wir ¢2 := rs. t ist \/rs, also die
mittlere Proportionale von r uns s. Dann kénnen wir wie ARCHIMEDES formu-
lieren, dass die Manteloberflache eines Kegels gleich der Fliache eines Kreises ist,
dessen Radius die mittlere Proportionale von Seitenlinie des Kelgels und Radius
seines Grundkreises ist.

Jetzt konnen wir auch leicht die Manteloberfliche eines Kegelstumpfes be-
rechnen: er ist gleich der Differenz zweier Kegel mit gemeinsamer Spitze und
Seitenlinie, aber unterschiedlicher Hoéhen (und daher auch Radien).

Sei r; der Radius und s; + s, die Seitenlinie des grofleren Kegels und ry der
Radius und s, die Seitenlinie des kleineren Kegels. Die Differenz beider Kegel ist

der gewiinschte Kegelstumpf. Mit Hilfe des Strahlensatzes folgern wir:

s2 _  s1ts2
T2 1
= SoTr1 = 899 + 8179
= 82(7”1 — 7"2) = 8§17
. _sT2
<~ Sy = p—
Wir erhalten also die Beziehung:
5172
&5y = (2)
r —Te

Nach (1) kennen wir bereits die Mantelfliche des grofen Kegels. Von die-
sem ziehen wir nun den kleinen Kegel ab und erhalten fiir den Kegelstumpf die

Gleichung: M = 7ri(s1 + s2) — mrase. Wir setzen (2) ein und erhalten:

M = 7ris;+riSe — TraSs
& M = 7(risy+ sa(r1 —12))
& M = 7(ris+sim2) (2)
& M = 7(si(r1+r))

Wir erhalten also die allgemeine Gleichung fiir die Kegeloberflache:
M = 7s1(ry +12) (3)

Somit wére der erste Punkt des Beweises abgeschlossen. Im folgenden geht es

darum, die Summe der Mantelflichen aller Kegelstiimpfe zu bestimmen.
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Bilds

Da in den Kreis ein regelméfiiges Polygon einbeschrieben wurde, sind alle
Seitenflichen gleich. Daher kénnen wir die zu bildene Summe gut vereinfachen:
w(s(0+7r)+s(r1+re)+s(ra+r3)+...) = ws(0+2r; 4+ 2ry +...). Zusammengefasst
konnen wir sagen, dass die Mantelfliche aller Kegelstiimpfe gleich der Fléche eines
Kreises ist, dessen Radius im Quadrat gleich dem Rechteck ist, welches aus einer
Polygonseite und der Summe aller Kegeldurchmesser gebildet wird (Bild3).

Sei r? := $(2r1 + 2ro + ...) Dann ist Ogyger = 7 - 72, wobei das die Fliche
eines Kreises mit dem Radius r (= 1/s(0 + 2ry + 2ry + ...) ist. Da das Ergebnis

ja schon bekannt ist, ist nun noch zu beweisen, dass die m mal die Flache des

Rechtecks kleiner gleich der vierfachen Fliche eines Grosskreises der Kugel ist
(also w4r? bzw. 7d?).

Fiir eine einfache Grenzwertbetrachtung ist der Ausdruck noch zu unhand-
lich, da bei steigender Seitenzahl des einbeschriebenen Polygons die Seitenfliche
immer kleiner werden, wird die Summe der Durchmesser immer gréfler. Daher
tun wir folgendes: Das Rechteck wird in der Art umgeformt, dass die kleinere
Seite (s) antiproportional zur grofleren Seite (Summe der Durchmesser der Ke-
gel) verkleinert wird, bis eine Seite dem Durchmesser der Kugel (= Druchmesser
eines Grosskreises) entspricht.

Dazu wird in das eingezeichnete Polygon Dreiecke gezeichnet, so wie in Bild3
gezeigt. Die diagonal direkt gegeniieberliegenden Endpunkte der Kegelradien wer-
den miteinander verbunden. Dadurch entstehen lauter rechtwinklige, zueinander
dhnliche! Dreiecke wie APM, BPQ, QRL usw. Dazu kommt noch das Dreieck

!Die Diagonalen sind alle parallel zu der Polygonseite AM. Daraus folgt, dass die Winkel
zwischen der Hypotenuse und der Teilseite von AG immer gleich. Die prallelitéit sieht man
daran, dass das Trapez AMLB symmetrisch ist, da die Winkel zwischen AM und ML, sowie



AGM, welches ebenfalls #hnlich? zu den oben definierten Dreiecken ist,

Addiert man die Katheten aller Dreiecke AP, PO, QR usw., erhélt man die
gesamte Diagonale AG.

Aus den Ahnlichkeiten folgt, dass z.B. sich PM zu PA genauso verhilt, wie
MG zu AM (da ja das kleine Dreieck APM &hnlich zu AGM ist). Addiert man

alle Verhéltnisse auf, dann verhalten sie sich zum Kugeldurchmesser genauso, wie
MG zu AM. Wir kénnen folgende Gleichung konstruieren:

PM PB _BL MG
PA~ PQ BQ =~ AM

&PM-AM = PA-MG = PB-AM = PQ - MG = ...

SAM(PB+ PB+..) = MG(PA+ PQ + ...

SAM(MB + LC + ...) = MG(AG)

@MB+LC’+KD+JE+HF) MG
AG AM

Um die Proportionen zwischen dem Rechteck, welches aus einer Polygonseite und
der Summe aller Kegeldurchmesser gebildet wird und dem Quadrat des Durch-

messers herzustellen, stellen wir die Gleichung um:

Rechteck = AM - (MB+ LC + KD+ JE + HE) = MG - AG (4)
= s(2r +2r+...) = MG - AG (5)
MG - AG < d* (6)

Somit ist bewiesen, dass die Oberfliche des der Kugel einbeschriebenen Roa-
tionskorpers kleiner der Oberfldche der Kugel ist.

Genauso verfahrt man mit dem der Kugel umschriebenen Korper. Zeichnet
man die Dreiecke wie in Bild4, nur mit der Ausnahme, dass die Punkte A,B,....M
nicht innerhalb (nicht auf), sondern ausserhalb der Kugel liegen. Die die Strecke
AG dann grofler als der Kugelradius ist, ist auch das Rechteck s(2ry + 2ry + 273 +
...) > d? , wobei d der Durchmesser der Kugel ist. Dann gilt:

MG - AG > d* (7)

zwischen AB und BC gleich sind
2es ist deswegen dhnlich, weil es den Winkel zwischen AM und AP und einen rechten Winkel

(Satz des THALES) mit den anderen Dreiecken gemeinsam hat
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Aus (7) und (8) folgt, dass die Oberfléiche einer Kugel exakt wd? betrigt, da
die Strekce MG beliebig klein gew#hlt werden kann. Da die Verhiltnisse fiir alle
moglichen Strecken MG gelten, ist die Oberfliche eindeutig bestimmt.

2 Kugelvolumen

Mit dem Kugelinhalt verfihrt man auf dhnliche Weise. Man néhert die Kugel
von innen und auflen mit vielen Kegeln an, die alle im Kugelmittelpunkt ihre ge-
meinsame Spitze finden. Fiir die Grenzwertbetrachtung erhdhlt man das Volumen
eines Kegels, der die Kreisoberfliche als Grundfliche und dem Kugelradius als
Hohe besitzt. Das das Kegelvolumen bekannt ist (Gh), erhilt man die Gleichung
(347r?r). Was man sich so sehr anschaulich vorstellen kann, muss natiirlich erst
noch gezeigt werden. Dazu betrachten wir uns Bild4.

Wir werden nun zeigen, dass das Volumen des Rotationskérpers MXL iden-
tisch mit dem Volumen eines Kegels ist, dessen Grundfliche der Mantel des Ke-
gelstumpfes BCLM und dessen Hohe das Lot von X auf ML (also h) ist.

K
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Dazu benutzen wir folgende Zusammenhénge:

360°
B=(=2)
ry = rsinvy
C=TCcosx
T
VCLX = 57’30

Ve =Vorx +Veorm — Vexum

T
VKegel = gsnh(rl + T2)

Ve =Veorx + Veerm — Vexm

a:=if,y:=({—-1)8 hzrcosg
To = rsin o

b=rcosy—rcosa S, = 2rsin§

T

VBXM = %T%(b‘l‘C) VBCLM = gb(r%—i—rlrg—i—r%)
(Der Rotationskorper)
(der gesuchte Kegel)

Nun gilt es nurnoch, die oben aufgefithrten Groflen in Vi einzusetzen und zu

zeigen, dass dieser Ausdruck mit dem des gewiinschten Kegels iibereinstimmt:

[(rcosy — rcosa)rsina] [rsiny + rsina) + rcosa [(rsina)® — (rsiny)?])

2o — sin? )]

[cos ~ sin asiny 4 cos vy sin? v — cos arsin asin y — cos o sin? ﬂ

[sin a(cos v sin v — cos asiny) + siny(cosy sin & — cos asin )]

da: (cosysina — cosasiny) = sin(a —y) = sin

[(2 sin é)(cos é)((sin v) + (sin a))} da: sin # = sin 2§ = 2sin b Ccos s

2 2

T
:g [(T§C> + (b(r% + rire + 7’3)) — (T%(b + c))}
:g [r%c +bri + brirg + bry — rib — T%c}
:g [r5¢ + briry + bry — ric]
T
=3 [bra(r1 + 72) + c(rd —17)]
T
=3 (
= [(cos~y — cos @) sin a(siny + sin ) + cos a(sin
_mr’
e
_mr’
e
3
:% [sin B(sin y + sin )]
_mr’
e 2 2
:g [(27" sin g)(r cos g)((r siny) + (rsin a))}
T
=3 [sph(ry + 79)]
ngnh(ﬁ +72)

:VKegel



8 2 KUGELVOLUMEN

Damit ist die Richtigkeit der Behauptung gezeigt.

Der Roationskorper, der durch die Rotation der Dreiecke AXM, MXL, LXK,
etc. entsteht, entspricht immer dem eines Kegels mit der Mantelfldche des entspre-
chenden Kegelstumpfes (ABM,BCLM,CDKL, etc) mit der entsprechnden Hohe.
Da die Hohe immer kleiner als der Radius und die Summe der Mantelflachen des
einbeschriebenen Polygons immer kleiner als die der Radius bzw. die Oberfliche
der Kugel sind, ist auch das Volumen kleiner. Analog ist das Volumen des durch
die umschriebenen Polygone erzeugten Rotationskorpers immer grofler als das
der Kugel (die Seitenfléichen s,, werden nach aufen geschoben, die Winkel und
Verhiiltnisse bleiben gleich, nur r und A sind funktional vertauscht. Das Gesamt-
volumen ist aber stets grofier.). Als Grundfliche aller Kegel erhalten wir also
die Kugeloberfliche, wenn man die Zahl der einbeschriebenen Polygone gegen
Unendlich gehen ldsst (wie bei der Oberflichenberechnung bzw. bei der Kreisfl-
chenberechnung). Als Hohe erhalten wir den Radius. Somit kommen wir zu den
Gleichungen:

Vicegel = gGh, G = Oxugel = Arr? h =r

4
= Z VR¢ = lim VKugel = %7“3



