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Man sagt: eine Folge (P,,) von Wahrscheinlichkeitsmaflen geniigt dem Groflen Abwei-
chungsprinzip ! mit der Rate n und Ratenfunktion I, wenn folgende Punkte erfiillt
sind:

e Figenschaften einer Ratenfunktion

— I # 00 (D1)

— [ ist unterhalbstetig (D2)?

— I besitzt kompakte Niveaumengen (D3)
e limsup,_ . LlogP,(C) < —I(C) VYC C X abgeschlossen
e liminf, %log P,(0) > —I(O) VO C X offen

Dabei ist X' ein polnischer Raum und [ : X — [0, 00].
Im Folgenden wollen wir klidren, wie wir diese Ratenfunktion niher spezifizieren bzw.
in speziellen Féllen berechnen kénnen.

0.1 Voraussetzungen

Sei mit (Z,) eine Folge von Re-wertigen, borelmessbaren Zufallsvariablen auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, B(R?), P); also in der mit einem Wahrscheinlichkeitsmaf
PP ausgestatteten Borel-Algebra iiber dem R?. Weiterhin sei (die Kumulantenerzeugende
Funktion)

on(t) :=Eeft?n) teRYneN (1)
und es gelte
1
lim - log on(nt) =: A(t) € [—o0, 0] existiert (2)
0 € int(Dy) wobei Dy := {t € RY: A(t) < o0} (3)

Wir logarithmieren und teilen durch n, weil wir uns nur fiir die Geschwindigkeit der
Abnahme der Wahrscheinlichkeiten interessieren (also den Exponenten ohne die Mul-
tiplikation mit n).

(3) bedeutet, dass A(-) um den Nullpunkt herum nur endliche Werte annimmt.

Im Folgenden sei mit P,(-) := P(Z,, € -) eine Famillie von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben definiert und f* bezeichne stets die Legendretransformierte von f; also f*(z) =
sup, ((z,t) — f(t)) mit, wenn nicht explizit erwiihnt, ¢ € R?.

*thomas@7t7.de

LLDP, large deviation principle, es gibt an, mit welcher Geschwindigkeit die Wahrscheinlichkeit fiir
untypische Ereignisse abfillt

2wird durch (D3) impliziert



Lemma 0.1 A hat die Eigenschaften
1. A ist konver und A > —oc0

2. N* ist eine Ratenfunktion und ist konvex

Beweis

1. Wenn log p,, konvez ist, dann gilt dies auch fir A. Wegen A(0) = 0 und da A
konvex ist gilt A > —oo.

Mit der Holder’schen Ungleichung und Y := e’ X | Z := e(1=NtX folgt:
(B(Y )M E(Z77))
o [E( (At +(1-X) n)x)] [E (etl){)]/\ [E (et2X)](1fA)

)t2)

< log(p(Mt1 + (1= Nta) < Alogp(t1) + (1 — ) logo(ts)
& log ¢ konvexr und dann auch @y,.

E(Y - Z)

IN

IN

2. D1 A*#x
Da A konvex ist gibt es eine affin-lineare Minorante: {xo,t). Und demnach
A(t) > (zo,t). Und da A(0) =0 folgt A*(x¢) = sup,((zo,t) — A(t)) = 0.

D2 A* ist unterhalbstetig
Die Legendretransformierte einer konvexen Funktion ist konvex und unter-
halbstetig.

D3 A* besitzt kompakte Niveaumengen: {z : A*(x) < y} kompakt Yy € R?
Vollstindigkeit: Da A* unterhalb stetig und RY vollstindig ist, sind sie voll-
standig, denn einzelne Punkte dirfen ja nur nach unten abweichen und lie-
gen somit in der Niveaumenge.

Beschrinktheit: Nach (3) gibt es eine 0-Kugel um 0, so dass A dort ein
endliches Mazxzimum ¢ annimmt. Dann folgt damit
A*(z) = sup ((z,1) — A(t))

teBs(0)
> sup ((z,t) —¢)= sup [zf-[t]| —c=d[z|-ec
t€B;(0) t€Bs(0)

Also dbertrifft A*(x) jedes geforderte y, wenn |x| grofi genug wird. Wegen
<y und Vollstindigkeit sind sie abgeschlossen.

O

Bemerkung 0.2 Fir alle positiven Folgen a,, b, gilt:

lim log(an + by) ~ lim log max{a,, by}

n— 00 n n— oo n

Definition 0.3 A*(S) = ingA*(x), S cRr?
kS

Definition 0.4 (exponierter Punkt) Ein Punkt x € R? heisst exponierter Punkt
beziiglich der Funktion A* gdw. ein Punkt t € R egistiert, so dass A*(y) — A*(x) >
<y -, t> Vy 7& €.

Also wenn die Steigungstangente an x mit der Funktion nur genau einen Schnittpunkt
(ndamlich ) besitzt. Solch ein t heisst die exponierende Hyperebene zu x.



Im weiteren bezeichnet E die Menge der exponierten Punkte bzgl. A* mit den expo-
nierenden Hyperebenen aus int(Dy).

Definition 0.5 (relatives Inneres) Wenn A C R? nichtleer und konvez ist, dann
ist das relative Innere von A definiert als

rint(A) ={z € A:Vye€ AFJe >0:x—c(y —x) € A}.

Das relative Innere ist sozusagen das Innere aus der Menge selbst heraus betrachtet;
unabhéngig vom Raum in dem es eingebettet ist. Insbesondere ist rint(A) D int(A)
und rint({z}) = {z}.

1 Das Géartner-Ellis Theorem

Satz 1.1 Wenn (2) und (3) erfiillt sind, dann gilt

1. lim sup Llog P,(C) < —A*(C) VC € R? abgeschlossen

n—oo

2. lim inf LlogP,(0)> —-A*(ONE) VYO €R? offen,
3. Wenn A zusdtzlich noch die folgenden Eigenschaften besitzt,

(a) A ist auf R? unterhalbstetig.

(b) A ist innerhalb von int(Dy) differenzierbar

(c) Entweder int(Dy) = RY oder A ist steil; d.h. die Steigung am Rand von
int(Dy) ist unendlich: imy_op,.tep, |VA(E)| = 00.

dann kénnen wir ONE durch O ersetzen und (P,) geniigt dem LDP mit Rate n
und Ratenfunktion A*.

Beweis Der Beweis des Gartner-Ellis-Theorems gliedert sich in 8 Teile:
1 Obere Schranke

Zuerst werden wir die Schranke fiir kompakte Mengen beweisen und dann auf abge-
schlossene ausgedehnen. Das wir mit der oberen Schranke anfangen ist kein Zufall, wie
wir spdter feststellen werden.

Sei dazu § > 0 und A} := min{A*(z) — 6,3} fir x € R%; also eine durch $ nach oben
beschrinkte, sich an A* anndihernde Minorante von A*.

Da Af(x) < A*(x) = sup ({z,t) — A(t)) gibt es ein t, € RY, so dass

(z,t2) — Alta) = Aj(z). (4)
Sei A, eine beliebige Umgebung um x, so dass

inf (y,ta) > (w,t,) — 6 < inf (y—a,ty) > —6. 5
Jof (yta) 2 (o, te) =0 & inf (y—a,te) (5)

erfillt ist. Aus der exponentiellen Chebyshev-Ungleichung
P(X >¢) = P(e"X > ™) < E(e"X79)
folgt mit (5)

P, (A;) = P(Z,€ Ay) <P({Z, —z,ty) > —0)
E <6n<Zn—r,tm>+n5> ) (en(Zn—z,tm>) — et (en(tm,Zn>>

IN



4 1 DAS GARTNER-ELLIS THEOREM

Schreiben wir das mit Hilfe von (1) um, so erhalten wirn schliesslich die Ungleichung

P, (A,) < e‘snefn@’t””)(pn(ntx) (6)

Wir kommen nun zur eigentlichen Abschdtzung fiir eine beliebige kompakte Menge K C
RY. Da K kompakt ist, besitzt K eine endliche Teiliiberdeckung Uiz, n Az, - Damit
kommen wir mit Hilfe von (6) fiir jedes n zu folgender Abschitzung:

IN

1 1
—log P, (K —log | N Po(Ayg,
Vg Py (K) < Llog [N max Py,

yeeey

1 1 1 1
= —logN + —loge’™ + max ( log emoter) 4 = log gpn(ntxi))
n n =1 n n

=1,

1 . 1
- log N 46 — _min ((J;, te,) — - log wn(ntxi)>

graey

Da N konstant ist folgt mit n — oo, (2), (4) und Definition 0.3

1 2
lim sup — log P, (K) < 0— min ((z,tz,) — Ats,))
n—oo M i=1,...,N ’ ’

< 65— min A
< -, min 5(xi)
Def.0.3
< - AG(K)
Lassen wir nun 0 | 0 gehen, erhalten wir wegen Aj(x) — min{A*(z) — 0,00} die
gewiinschte Abschitzung fiir kompakte Teilmengen:

lim sup % log P,(K) < —A*(K)
Sei C eine abgeschlossene Teilmenge des R%. Dann ist C N [N, N|? kompakt: Voll-
stindigkeit wird durch den R? gewdhrleistet, Beschrinkheit durch den Schnitt. Wenn
wir dann die Ungleichung fir den Grenzwert N — oo zeigen sind wir fertig, denn wir
wissen, dass limy_.o (CN[-N,N]*) =C.

Sei N := [~N, N]¢. Mit der obigen Ungleichung, der Tatsache, dass (CHN) kompakt ist
und somit Satz 1.1.1 schon anwendbar, (C N N), (R\N) disjunkt sind und zusammen
C enthalten, folgt mit Bemerkung 0.2:

lim sup ! log P, (C) < lim sup 1 log P, [(C NN)U (Rd\N)}

n—oo N n—oo T

= lim sup % log (Pn[(C NN + Pn[(Rd\N)])

n—oo

lim sup % log max{P,[(C N N)], Pn[(Rd\N)]}

n—oo

=  max{-A"(CNN),-My} VYN >0
Dabei ist —My := limsup = log P, (R*\[-N, N]¢).

n—o0

Nun zeigen wir, dass imy_,oo —Mpy = —o0 ist und somit Satz 1.1.1 bewiesen ist:
Seien eV, ... e die Binheitsvektoren des R%. Wegen (3) gibt es einen Vektor nahe
der Null, fir den gilt: 36 > 0 : Vi : A(£5eV) < co. Mit der exponentiellen Chebyshev-
Ungleichung und (1) folgt dann fir alle i

IN

IP’(Zr(Li) <-N)=P (e”‘g(_z"(j)) > e"‘sN) E (e_"‘szv(f)_"‘w) = €_n6N<Pn(—m56(i))

]P)(ZT(LZ) > N) —P (en5Z£f) > en&N) < E (6n6Z7(1"')7n6N) _ efnéNcpn(née(i))



Dadurch ldsst sich nun abschditzen, wie wahrscheinlich es ist, dass eine Komponente
der Zufallsvariable nicht in das Intervall [—N, N] fallt. — My beschreibt das Verhalten,
dass die ganze Zufallsvariable ausserhalb liegt; diese ist sicherlich kleiner, als wenn > 1
Komponenten ausserhalb liegen (also ist auch der Logarithmus kleiner):

1 )
My < limsup- logP (3@' e{1,...,d}: Z9 ¢ [-N, N])
n—oo T
1 , .
< vfnllaxdlim sup — log P, (max{e’”‘mgpn(_mse(’)), 67"5N<pn(n(5@(1))}>

,,,,,

Bei der mittleren Zeile wurde Bemerkung 0.2 benutzt. Da A(£6e()) < 00) vorausgesetzt
wurde folgt: limy oo —Mpy < —oo, womit die obere Schranke gezeigt wire.

2 Untere Schranke

Fiir jede offene Teilmenge O, jedes x € O N E und alle € < go(x) gilt
P(0) = Py(Be())

Dabei ist €9 so klein, dass O D Bg,(x).
Um Satz 1.12 zu beweisen, reicht es aus zu zeigen, dass

lim lim inf * log P, (B.(¢)) > —A*(z) Vz € E. )
el0 n—oo N
Denn dann gilt die Ungleichung auch fir alle x € ON E.
Wir fizieren dazu x € E. Dann gibt es dazu eine exponierende Hyperebene T € int(Dy)
zu x. Und aus A(7) = lim +logp, (nT) < oo folgt lim ¢, (nT) < co und somit ist
on(nT) fiir geniigend grofles n endlich und wir konnen folgendermafen ein gekipptes
Wahrscheinlichkeitsmaf® definieren: (P, hat die Dichte entv D) beziiglich P,)

Son("”')

R 14
P, (A) = "W P, (dy) YA € B(R? R?
()= [ e TP () VA€ BRY.y €

Umgeschrieben bedeutet dies: P, (dy) = @, (n7)e ™7 P, (dy). Dadurch kénnen wir
nun geschickt eine Abschditzung nach unten herleiten:

1 1 1 e
—log Pu(Be(z)) = —log / Pr(dy) = — log / on(nT)e VTP, (dy)
Be(z) B.(x)
1 1 —n(y.) f
= —logp,(nt)+ —log e ™Y P (dy)
n n
B.(x)
4
>

1 1 .
log pn(nr) + -logle™ (e[ (ay)
B.(z)

1 1.
= EIOg@n(nT) —(x,7) —€|T| + gloan(Be(m))

Swir ”kippen” das Wahrscheinlichkeitsma8 so, dass die derzeit sehr unwahrscheinlichen Ereignisse

zu typischen Ereignissen werden, die wir besser handhaben kénnen
4wegen (y,7) = (z,7) + (y — z,7) < (@, 7) + &|7| weil y € Be(x)



6 1 DAS GARTNER-ELLIS THEOREM

Zusammengefasst ergibt sich also die folgende Ungleichung:

hmhmmfflogP (Be(z)) > [A(T) — (z,T)] —&—hmhmlnfflogP (Be(2))

50 n—oo N n—oo N

Wegen A*(x) > [(x,7) — A(7)] ist [A(T) — (x,T)] > —A*(x) miissen wir noch, um (7)
zu beweisen, zeigen, dass

hmhmmf log P, (Be(x)) = 0 ist. (8)

el0 n—oo N

Bilden wir nun die Kumulantenerzeugende Funktion ¢, von B,

e™y:T) en(t+my) p L (n r
Pn(nt) /<€<nt,y> . Pn(dy)) _ f( P, (dy)) _ pa(n(t+71))

on(nT) Pn(nT) B on(nT)

Da nlL»H;o Llog gn(nt) = At +7) — A(7) = A(t) und da nach Konstruktion A(1) < co

und nach Voraussetzung A > —oo erfiillt p,, die Bedingung (2) und A(t) die Bedingung
(3), da A(0) = 0 und A(z) konvex ist. Dadurch erhalten wir die Beziehung

A*(@) = tseuﬂg[@, t) — At)] = tseuﬂg[@, t) = At +7) + A(7)]
T s (Gt = 7) = MO+ AW = sup [t = AW (@ 7) + A7)
= A(@) = (a7) +AM) (9)

Lemma 0.1 sagt uns, dass A* eine Ratenfunktion ist. Also kénnen wir bereits 1.11 auf
(P,) anwenden und erhalten folgende Abschitzung nach oben:

lim sup 1 log P, (RN\B.(z)) < —A*(RN\B.(z))  VYe>0
n

n—oo

Da A* kompakte Niveaumengen besitzt und auf diesen ihre Minima annimmt (wegen
der Unterhalbstetigkeit), gilt mit Definition 0.35:

A (RAB.(2)) = A (x0) fiir ein zo # z.

Wir wissen aber auch, dass x ein exponierter Punkt und 7 € int(Dy) eine exponie-
rende Hyperebene fir x ist. Also kénnen wir Definition 0.4 mit dem obigen x¢ auf (9)
anwenden:

A*(20) @ A*(z0) — (x0, 7) + A(7)

> [A*(z0) — (z0,T)] + (x,7) — A" (x)

Damit wissen wir, dass

hmsup logP (RN\B.(z)) < —A*(RN\B.(z)) = —A*(20) <0 Ve >0

n—oo

und da, unabhdingig von n, Pn(Rd) =1 ist, impliziert dies (8). Denn angenommen fiir
ein festes € wiirde gelten: liminf, . * log P,(B(z)) = —c < 0 mit ¢ > 0. Dann giibe

Sda A% (@) > {27} — A7) & A7) > (,7) — A*(2)
6denn A*(z0) — A*(z) > (zo — x,7) fiir alle zo € R xo #



es ein N, so dass fir alle n > N gilt: P,L(Bg(x)) < e % | 0.Wir wir aber gerade

gesehen haben, gilt genauso P,(RN\B.(z)) < e 1 0. Und da 1 = P,(R%) =
Po(B:(2)) + Po(RA\B.(z)) | 0 haben wir den gewiinschten Widerspruch.

3 Schritt von O N E nach O

Nun werden wir sehen, dass wenn A die schirferen Bedingungen erfillt, die Abschitz-
ung nach unten fiir alle offenen Mengen gilt.

Lemma 1.2 Wenn A den Bedingungen 1.13a - 1.13c geniigt, dann ist E D rint(Dp~).

Zum Beweis siehe hierzu Convex Analystis von R.T. ROCKAFELLAR, Princeton Uni-
versity Press, 1970 das Corollary 26.4.1, Seite 257.

Hilfreich zu wissen ist, dass ’closedness’ dquivalent zur Unterhalbstetigkeit (1.13a) ist
und die Funktion wegen 1.13b, 1.13c und Lemma 0.1 ’proper essentially smooth’ ist.

Bemerkung 1.3 Aus dem Lemma 1.2 folgen die Figenschaften
1. Nach Lemma 0.1 ist A* konvexr und somit ist Da~ eine konvere Menge.

2. Nach Lemma 0.1 ist A* eine Ratenfunktion und somit Z oo; also ist Dy« #
und somit rint(Dp+) # 0.

Wir zeigen nun, dass unter den gegebenen Bedingungen A*(ONE) = A*(O) ist. Wegen
Definition 0.3 ist A*(ONrint(Dp~)) > A*(ONE) > A*(O) und wegen Lemma 1.2 reicht
es aus zu zeigen, dass

A*(O N rint(Dax)) < A*(O) gilt.

Da ONDp- =0 = A*(O) = oo (weil Dy« alle Punkte mit endlichen Bildern enthdlt),
kénnen wir davon ausgehen, dass O N Dy« # 0. Seiy € O N Dy« und z € rint(Dy~)
(nach Bemerkung 1.3 existiert so ein z).

Entweder besteht Dp~ aus genau einem Punkt und somit y = z oder aus unendlich
vielen Punkten. In jedem Fall liegt die Strecke §z in D+ (da es sich nach Bemerkung
1.3 um eine konveze Menge handelt) und somit gibt es ein 6 > 0, so dass 6z+(1—0)y €
O N rint(Dp+) (entweder ist y = z oder es gibt unendlich viele Punkte, die nahe an y
sowohl in O als auch in rint(Dp~) liegen).

Also folgt mit Definition 0.3, dass

Def. 0.3
A" (O N rint(Dax)) < A*(6z 4+ (1 —=9d)y)
< 16iﬁ)1A*(62 +(1—-98)y)

A*konvex
< ImAT(z) + (1 - 0)AT ()] = A(y)
In der letzten Zeile wird die Gleichheit durch die Stetigkeit von A* auf rint(Dy+) ge-
rechtfertigt.
Da die Ungleichung fir alle y € O NDpx erfillt ist, gilt sie insbesondere auch fir das
Infimum und somit haben wir

A*(O N rint(Dy-)) < A*(ONDy-) < A*(O)7

Somit wire das Theorem bewiesen.

“denn fiir alle y € O\(O N Dy~ ) gilt: A*(y) = oo
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Um das Theorem noch zu komplettieren:

Satz 1.4 Wenn eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen (P,) dem LDP geniigt,
dann ist die dazugehirige Ratenfunktion eindeutiq.

Beweis Seien I und J zwei zu (P,) gehérige Ratenfunktionen. Sei x € X beliebig und
By = B% (z), N € N eine Folge von offenen Kugeln um x. Dann gilt

1
—I(z) < —I(Bn+1) < 1iminfg log Pn(Bn+1)
n—oo

< limsup % log Pp(cl(Byy1)) < —J(cl(Bny1)) < —J(Bn)
Die erste und letzte Ungleichung stimmt wegen Definition 0.3, die zweite und vierte aus
der Definition der Ratenfunktion und die dritte ist offensichtlich wahr. Lassen wir nun
N — oo gehen, dann folgt wegen der Unterhalbstetigkeit (lim.|oinfyep_(o) f(y) = f())
der Ratenfunktion, dass —J(By) — —J(z). Da I und J austauschbar sind, missen sie
gleich sein.

O

1.1 Bedingungen

Das im Schritt 3 des Beweises die Forderungen 1.13a-1.13c notwendig sind, sieht man
daran, dass A an einer Knickstelle (Verletzung von 1.13b) der Gradient nicht eindeutig
ist und die Legendretransformierte fiir diese ("dazwischen’ liegenden) Gradienten linear
(also nicht strikt konvex) ist. Diese Punkte (Gradienten) sind dann beziiglich A* nicht
exponiert.

Bei der Verletzung der Steilheit (1.13c) verlduft das Supremum sup({z,t) — A(t)) ab
x_ linear ({x,2_) 4+ |A(z_)|), da immer ¢ € 9D, gilt, wie wir anhand von Bild 1.1
besser sehen kénnen.

+o00 o— y

N,

T T

A(t) A* ()

Fy

VA=x_
[Bild 1.1]

Natiirlich stellt sich auch noch die Frage, was unter einer moderat abhéngigen Folge von
Zufallsvariablen zu verstehen ist. Dies hdngt zum einen davon ab, ob die Eigenschaften
(2) und (3) erfiillt sind, zum anderen davon, wie hilfreich die Grenzen sind, die das
Gértner-Ellis-Theorem liefert; sind diese zu grob oder sogar trivial, dann hilft uns
diese Wahrheit auch nicht wirklich weiter.

2 Riickschau

In ein paar spezifischen Féllen kénnen wir die Ratenfunktion (die Legendretransfor-
mierte von der herunterskalierten Kumulantenerzeugenden) mehr oder weniger explizit
hinschreiben. Wir beschéiftigen hier uns kurz mit unabhéngig, identisch verteilten Zu-
fallsvariablen und Markovketten.



2.1 Unabhingig, identisch verteilte, reelle Zufallsvariablen 9

2.1 Unabhingig, identisch verteilte, reelle Zufallsvariablen

Satz 2.1 (Cramérs Theorem) Sei (X;); eine Folge von unbahdingig, identisch ver-
teilten Zufallsvariablen mit den unten stehenden Bedingungen 2.1.1 oder 2.1.2. Mit
Sp =1, X, gilt dann fir alle a > EX;3:

lim %log P(S, > an) = —I(a) = —sup({a,t) — log¢(t)) = —A*(a).

Sei nun Z, := 15, = 13" | X;. Dann ist fiir alle t € R

T n
n

pnlnt) = B(e"7n) = B([ [ ) = (B(e)" = o(t)"
=1

Dabei ist ¢ = 1 die Kumulantenerzeugende Funktion von X;. Also ist

1
A(t) = lim —log,(nt) = logp(t)'°
n—oo n
Je nachdem, welche Anforderungen wir stellen, konnen wir das Gértner-Ellis Theorem
in vollem Umfang anwenden:

2.1.1 o(t) <o vt e R

Wenn wir obiges voraussetzen, dann nimmt A nur endliche Werte an und ist konvex.
Offensichtlich sind dann die Bedingungen (2) (der Limes existiert wegen der Konve-
xitét) und (3) erfiillt. Dann ist auch A auf ganz R (unterhalb) stetig (1.13a) und iiberall
endlich (1.13c). Bedingung (1.13b) ist erfiillt, weil wir den Differentialoperator in das
Integral ziehen kénnen'! und die Ableitung endlich ist.

. . Ly
2.1.2 0€ intD, und tﬂagglte 9;(logcp (1)) = 0

Mit diesen Bedingungen sind natiirlich (3) (da 0 € intD,, = 0 € intDjyg,) und (1.13c)
erfiillt und aus letzterem und der Konvexitét folgt (1.13a). (2) ist erfiillt, weil A*(¢) =
log ¢(t) existiert. Wie bei 2.1.1 ist auch hier (1.13b) erfiillt.

Wenn wir 2.1.1 oder 2.1.2 voraussetzen, kénnen wir nun wie gesagt das Theorem an-
wenden. Mit ¢ > E(X;) und C := [a, 0], O := (a, ) besagt das Theorem, dass

lim sup 1 logP(Z,, € C) < —A*(C) und lim infl logP(Z,, € O) > —A*(0)
n n

n—oo n—oo

1 1
da lim —logP(Z, € C) = lim —log(P(Z, € O) +P(Z, € {a,x}))

n—oo N, n—oo N

= —A*(0) = —A*(C)

Da A* konvex und um a herum stetig ist, sowie bei E(X;) ihr Minimum hat'?, nimmt
A*(Ja, 00]) das Minimum bei a an.
Damit wire Cramérs Theorem als Spezialfall des Gértner-Ellis Theorems gezeigt.

8wegen der Unabhiingigkeit geht es aus Symmetriegriinden analog mit a < E(X7)

9da die X; identisch verteilt und unabhingig sind

10dabei ist aber immernoch A(0) =0

UL(pt+h)—et) = [+ (e*FTD) — ) P(dx) — [xe!*P(dz) da der Integrand endlich und
durch die Steigungstangente von ¢ beschrankt ist, sowie  im Inneren des Endlichkeitsbereiches liegt

12fo]gt wieder aus dem Symmetrieargument und der Unabhingigkeit
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2.2 Uberleitung zu Sanovs Theorem

Seien (X;) unabhingig, identisch verteilte Zufallsvariablen mit dem endlichen Werte-
bereich T" := {1,...,r} C N. Die Verteilungsgewichte p, seien alle strikt positiv. Sei
Dy = %Z?:l 0x, mit 0x, :=(0,...,1x,,0,...,0) € {0,1}". Dann gilt fiir alle t € R"

pn(nt) =E (emt’z’”’)) =E (e<"t’% ;L=15Xi>) 1:3 (E(e<t’5xl>))n = <zj: pieh)n

Demnach is A(t) = lim 2 log(}" pse’=)" = log(}" pse’s). Also sind wegen A(t) < oo
und der Differenzierbarkeit der Funktion die Voraussetzungen (2),(3) und (1.13a) bis
(1.13c) erfiillt.

Dann ist die Legendretransformierte fiir alle v € {m € [0,1]"| >, ms = 1} =: M(I)
(die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf I')

v (3 ()

Da ps, >0 Vs, ist A(t) strikt konvex und wir kénnen das Supremum einfach ausrech-
nen: der Gradient in jeder Komponente soll Null sein, also muss fiir jedes s gelten:

9 (Z vit; — log <Z Ps6t5>> ‘
: 2 =0 v, = e
Ot s > Putte

Also ist t; = log ( ) + C mit C :=log(>", pue’™). Somit ergibt sich

A(v) = (Z vs(log (:j) +C) —log (Z pselog(x)+c>>

- Es:yslog(:‘“)JrZus log<Zpsys C)

= Zl/slog<:s)+0 log(e Zuslog< )

Seia > 0und d(v, p) := £ > |vs—ps|, sowie zur Abkiirzung C := {p € M(T)|d(y, p) >
a} und O := {v € M(D)|d(v, p) > a}.

Sanovs Theorem besagt, mit den obigen Bezeichnungen, dass

li 71 P(Z, € O) = — inf s1 —.
Jim, 7 log B bt ZV iy
Wie eben gesehen, ist wegen Definition 0.3: —inf,eo Y oy Vs logﬁ = —A*(v). Mit
C D O wissen wir wegen Satz 1.1, dass L

—A*(0) < liminf 1 logP(Z,, € O) < limsup 1 logP(Z,, € C) < —A*(C)
n n

bereits gilt. Bleibt also noch zu priifen, ob auch —A*(O) > —A*(C) gilt.Liegt das
Infimum im Inneren von C, dann ist die Angelegenheit klar. Liegt es am Rand, so
benutzen wir die Stetigkeit von A* um uns zu iiberzeugen, dass A*(O) gegen A*(C)
konvergiert.

Damit wére Sanovs Theorem als Spezialfall des Gértner-Ellis Theorems gezeigt. Wie
man sieht ist Sanovs Theorem eine mehrdimensionale Variante von Cramérs Theorem.

13da die X; identisch verteilt und unabhingig sind

14 weil DsVs =2 ps=1
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2.3 Markovketten

Sei (X;) eine stationire I-wertige'®> Markovkette mit Ubergangsmatrix Py, die nur
aus echt positiven Eintrégen besteht. Sei Z,, = % > 1 0(x:,x,.,) (das empirische Paar-
maB L2') mit periodischen Grenzbedingungen (also X, 1 = X1 bzw. Py, 4., = 1).
Z,, ist also eine r x r-Matrix, welche die gemittelten Ausprigungen der Markovkette
angibt. Die Startverteilung der stationdren Markovette sei 7 = (75) mit 75 > 0Vs € T

Wir wollen nun mit Hilfe des Gértner-Ellis-Theorems zeigen, dass P, () := P(Z, € -)
dem LDP mit Rate n geniigt. Die Ratenfunktion werden wir explizit ausrechnen.

Die Kumulantenerzeugende berechnet sich folgendermafien:
p(nt) = E (e“”’z”) _E <e<%§ ‘*<Xi*>“+“>>

= > P((X1,. ., Xnp1) = (21, .., 2, 1)) - [] eFnoren
k=1

L1,y 41 crn+1

n n
t
= E Mgy H P-'L'k-'L'k+1 . H e ThTh41
T,y Tppr €LNFL k=1 k=1
n—1
o T etener j2) elTrert
- x1 TeThk+1
X1,y Tppr €LNFL k=1
n—1
— E t 2 :
- 779616 Fn H Q$k$k+1 (t)
T1,Tn T2,..,Tn—1 k=1
_ - n—1
= E Ty €750 (Q )mmn (t)
T1,Tn
r
_ tii n—1
= > me Q"))
ij=1

Dabei setzen wir Q;;(t) = P;je'ii zur Abkiirzung!”.

Aus der Perron-Frobenius-Theorie erfahren wir, da alle Eintrége nicht negativ sind,
dass lim Q7' ; ~ 7;1; A" fiir 7(¢) und [(?) als rechter und linker Eigenvektor zum eindeutig
bestimmten grofiten Eigenwert A von Q. r(t),I(t) sind so normiert, dass ihr produkt
den Wert Eins ergibt. Dann ist

1 T
A(t) = = lim 1 el (Qn Y,
@ = L.l Ogiijlm (@" 1) (1)

1
= — lim logmax{me" (Q" " 1);;({#)|i,j=1...7}

n n—oo

1
= — lim logconstA"(t) = log \(t)

n n—oo

Weiterhin erhalten wir die Feststellung, dass A(t) analytisch (lokal als Potenzreihe
entwickelbar) und A(¢) strikt konvex ist, und somit alle Bedingungen des Gértner-
Ellis-Theorems erfiillt werden. Das emprirische Paarmafl geniigt also dem LDP mit der
Legendretransformierten der Kumulantenerzeugenden Funktion als Ratenfunktion:

Br={1,...,7r} CN
612 c MO xT):={velxT: Zk,l v =1und >, v =Y, vikVi}
17 Auf (Q™~1);; kommen wir, da A?j =Y i @ikay; und somit Ag’j =D Gik D Ok1G]j USW.
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Die Legendretransformierte ist dann

A*(v) = sup ZVU i —log (1) |, ve M(IT xTI)8
teER™ XR™

Da log A(t) strikt konvex ist, wird das Supremum genau dann angenommen, wenn der
Gradient Null ist:

10

A(t) Oty

Seien nun r(t) und I(¢) der rechte und linke Eigenvektor von Q(t) zu A(¢) (sie sind auch
analytisch in ¢), welche so normiert sind, dass Y, ;(t)r;(t) = 1 ist'.

log )\(t) =0& Vij = A(t) Vi, j.

Vij —

atij

Mit diesen Hilfsmitteln kénnen wir %A(t) berechnen:

atij/\(t) = atijl(t)Q(t)r =5 sz )Qu(t)ri(t)

A

= S0 (G Qu0) () = LR 1)

k,l

In der letzten Zeile kénnen wir die partiellen Ableitungen auf den Matrixeintrag Qg

beschréinken, weil Y., 25 Qua(ru(t)+ 1 (DQu(D) 512 = 52, B Ari+ 5000 =

)\% Dok lkTh = )\% = 0. Damit kénnen wir nun A*(v ) genau bestimmen:

ﬁzxwpije“w(t) viJ
- A(t)vij
Sty = log (lz(t)sz(t)>

Setzen wir dieses nun in die Legendretransformierte ein, kénnen wir diese explizit
angeben:

Vij

Z”w log ( 0 P)”” (t)> — log A()

= ottt 1o () ) o)
- ZZVU <10gm(t) — logr;(t) + log (;};J)) = 3 vy = L0

1
ZVJ 0g (VZPZ_]>

In der vorletzten Zeile verschwinden 2 Terme, weil Z vijlogr; = logr; Y jVij =

dojlogry =3 logr; Y vij =32, vijlogr; (da > V” > vij=1).
Die gesuchte Ratenfunktion fiir das empirische Paarmaf} bei stationdren Markovketten
mit periodischen Randbedingungen ist also

* Vij
I(v) =A*(v) = vijlog (u—‘j')
iJ Y

18{m € (0,17 | 30, mij = 32, maj, 355 maj = 1}
Yalso wenn Q(¢)r!(t) = A(¢)r'(t) etc. mit 3, l/(¢)r}(t) = z, dann r(¢) := T—\/%) und I(t) := M0,
20

wieso diese Gleichheit gilt, soll hier nicht weiter erliutert werden



3 Bemerkungen

3.1 Begriffe

13

Folgende Begriffe wurden auf die angegebene Weise ins Deutsche iibersetzt:

english

exposed (point)

moment (generating function)
rate-function

steep(ness)

tilted (probability measure)

—

deutsch

exponierter (Punkt)
Kumulanten(erzeugende Funktion)
Ratenfunktion

steil(heit)

gekipptes (Wahrscheinlichkeitsmaf)



