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Aufgabe 37

a)

Es ist ein Martingal, da

E(Mp41|Sn=a) = E(Spi1]Sn=a)—n—1
1
= 5((a+1)2+(a—1)2)—n—1:a2—n
= Mn

Das stopping-theorem sagt fiir Martingale, dass Xg = E(Xp|Fs) fiir S < T. Mit
nun S = 0 ergibt sich wegen Sy = 0 und p, aus dem Ruinproblem

E(S3—T)=0 © E(S2)=E(T) < pE(S3,|T = a) + pE(SE,|T = b) = E(T)

blal
B =E(T) < E(T) =
(1) & B(T) = o0y

o b a2 + |al
la| + b la| + b

b)
Erst wird ¢ bestimmt:

E(exp(¢Sni1]|Sn = a) = exp(ca) < pel@D 4 (1 — p)ecla=h) = gea
< pef+(1—ple =1
< pr+(1—p)/z=1mit c=logx
1—
& pxz—m—i—(l—p):O(:)xE{O?ip}
p
1_
= c=log <p> -
p p

Dann selbe Methode wie bei der a):

E(exp(cSr)) = exp(0) & pae® + (1 —po)e =1

1— e
T T
_ 1—(q/p)’
& Pa= iy — (a/p)

jof 1=t
& Pa = mmltLEIZQ/p

11—yt .
pa:mmlty.zp/q

1



Aufgabe 38
a)

Martingalbedingung ausnutzen:

E(Xp11/X, =a)=a < E(S,(14+7r) S, (141" " =a)=a
& E(Sui1|Sp =a(l+7)") =a(l +r)"!
1+r—d
u—d

*

< pa(u—d)+da=a(l+r)sp =p

Dape(0,1)giltd—1<r<u-—1.

b)

Sei My, (u) bzw. M, (d) der Zustand wenn es von M,, aufwirts bzw. abwirts gegan-
gen ist. Da M,, und X,, Martingale sind, gilt

P Ma() + (1= p )M (d) = 0 bzw. p* X (u) + (1 — p*) Xn(d) = 0.

Das Gleichungssystem hat eine Losung der Form M,, = a,,_1X,. Mit {, := ay,_1
ist dies schonmal der previsible Prozess. Setzen wir noch M, := 0, dann sind wir
wegen y - (M; — M;_1) = M, fertig,

Aufgabe 39

a)

Wegen Borel-Cantelli reicht es aus zu zeigen, dass 0" P(supg<o<q |[Ways—Wa| >
nf) < oo ist.

ZP( sup |Wiyys — Wy| >nf) = ZP( sup |Wy — Wy| > nf)
ne1 0<s<1 n—1 0<s<1

(o)
P( sup |[Ws|>n®) < QZP( sup Wy > n°)
0<s<1 0<s<1

I
NE

1 n=1

3
I

= 2) 2P(Wy >nf)

n=1
Informell geschrieben ist das nun 47, P(N(0,1) < nf) < oco.
b)

1 1

lim -W, = lim — Wn —Wn

t—oo t t—o00 = t %

1 t

- Jim Vi mit V ~ N(0,1/t)
n=1

= E(V4) =0 nach dem sGGZ

i

Oder: 1/tW, ~ 1/tN'(0,t) ~ N(0,1/t) — N(0,0) = 0 as.

c)
W(0) = 0: beide, da X (0) = /o ' W(0) = 0und Yy := 0. Im weiteren sei 005 =: s.
W (t+ h) — W(t) ~ N(0,h): Fiir X :

sW(o(t+h)) — sW(at) ~ s(W(at+coh) — W(at)) ~ sW(ch) ~ N(0,h)



Fir Y:
Yien =Y = (t+h)Wiagrn) — BWasny ~ tWaeen) + h(Wigan)y — Wign)
= tWai — hWW_ .
t+h nt+h?
——
NOFR) N 5iits)

Da die beiden Summanden unabhingig sind, denn 1/h > 1/(t + h) > 0 und die
dritte Eigenschaft wird auch fiir Y gelten.

W (ta) — W(t1), W(t1) — W(to) sind unabhéngig.
Fiir X :

(Xt2 — th), (th — Xto) entspricht S(Wth — Wgtl), S(Wotl — Woto) und dle sind
unabhiingig, da dies fiir oty > ot > otp und W ja gilt.

Fir Y:

2.2 ta(W ey —ti Wiy, ), t1 (W e, — toWi4,) sind unabhéngig. Da Multiplikationen
mit Konstanten nichts an der Unabhéngigkeit dndern, konnen diese weggelassen
werden. Dann reicht es aus zu zeigen, dass — (Wi, — Wiy, ), —(Wije, — Wipe,)
unabh. sind. Das trifft zu, da 1/tg > 1/t1 > 1/ts.
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